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Dit proefschrift is ontstaan studie o'.'er de duinwaterwinplaats van de Ge­
meentewaterleidingen v&~ Amsterd~m, een studie, noodig was ter voorbereiding 
vaD de werken, omschreven in het flRapport 194011 1). In dit rapport komen hydro­
logische "berekeningen voor 1 welke in par. 26 van dit proefschrift worden vermeld, 
en waarbij de belangrijkste uitkomsten uit wetenschappelijk oogpunt, worden be­
sprokon. 

Bij vordcre uitVlerking van de plannen bloek o. a. behoefte te bestaan aan oen 
methode, om don vorm v&~ het phrcatisch oppcyvlak te konnen in de volo ter~einge­
doolton, waarin de duim\7ato:Yrinplaats door do duinkanalon vc'ordt verdoold. Gezien 
do zoer grillige vormon van deze torroine!l1 vms het aangevrGzon met oen benade­
ringsmethode te '\verken. De "mothode de zoshoekjes" ï in dit proefschrift be­
handeld als cwoode groep vraagstukkon, is hiermede ontstaan. 

Daal'naast vroeg een ander probleen: de aandacht, n. L de bepaling van depeil­
variaties J die in een duinkanaa::' optreden, vIanneer hieraan beurtelinf:3 hoeveel­

den water worden onttroJ:Jmn en toegevoegd. Het bleek al spoe , dat de peil­
variaties bij een zeer willekeurige bedrijfsvoering met behulp van het beginsel 
Van superpositio zijn te bGr~kenon, wa~YlOGr non beschikt ovor de oplossing van 
één oIomentair geval: de poildaling in oen kanaal bij constanto wateronttrekking, 
uitgaande van oen toestand van volkomon rust (in dit proefschrift bohandeld als 

t goval vmarvoor VI:::O I van do oersto groep vraagstukken). Van dit goval was 
door dr. 1.1, lVI " Biederraann, die destijds in mathematische questies adviseerde, bij 
de samenstelling van t genoemde "Rapport 1940" een oplossing gegeven, waarvan 
de afleiding echter ltelijk speculatief was geweest, en waarbij bovendien 
uitsluitend de verschijnselen op het kanaal zelf, cn niet daarbuiten werden be­

(z ie par. 229 van he t genoomde rapport). 
Ho+' gevon van oon veran~Noordo oplossing van dit probleem is daarna eorst 

gezocht op de wij zo van con benadoringsmethode; al zoekende is tonslotto een ge­
hooI analytische oplossing govondo~l. Bij het uitV/erken }::vmm naar voron, dat niet 
alleen het beschouwde geval ( Vi ;;::: I ) was op lossen, maar da'(; een geheele se­
rie gevallen was te berekenen~ waarvan el~ vier zijn uitgewerkt (Yl = 0 J I, ;,:.. -l'/V; J). 

Het toen voor de hand na gaan, of op soortge ~ wij ze het radiale 
probleem zou zijn op te lossen, d.w.~. de niet-stationnaire toestrooming op een 
afgepompten put in phreatisch water, uitgaande van een toestand van vo1komen rust. 
Je inB' hiervan bleek geheel analQog te z met de reeds leide. 

1) Rapport 1940 - De watervoorziening var. Amsterdam - Stadsdrukkerij. 
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EERSTE GROEP v?~AGSTJKKEN. 

TIe voortplanting van niveauveranderingen door prxeatisoh grondwater. 

Ear. 1. Probleemstelling, e~ overzicht van de vier gevallen, die behandeld wor­
Slen. 

Fig. 1 stelt een laag goed doorlatend zand voor, die aan open water grenst. 
De begrenzing is volgens een verticaal vlak gedacht, terwijl het 	water zoo diep 

is, dat de bo­
dem g<:ivonndwardt 
door de volko­
men afsluiten­
de laag, die 
ook de vmter­
voerende laag 
aan de onder­
zij de be grenst. 
De goteekende 
figuur is een 
schematis cha 
vcorstelling 
van een ter:min, 
dat aan zee of 
aan een andero 
groote water­
vlakte grenst, 
ofwel van den 

Fig, 1. De invloed van poilverlaging in een kanaal. oevor van eon 
kanaal of ri ­

vier. In het laatste geval is maar de helft van de figuur geteekend. 
In werkelijkheid zal de scheiding tusschen land en water in den regel geen 

vertioaal vlak zijn, maar een talud, terwijl ook de bodem van het kanaal in den 
regel hooger ligt dan de bovenkant van de ondoorlatende laag. De complioaties, 
die hier het gevolg van zijn, zullen echter buiten beHchouwing gelaten worden. 

Er zullen vier elementaire stroomingsgevallen besproken worden, alle be­
trekking hebbend op niet-stationnaire grondwaterbeweging, waarbij in den begin­
st~~d alle water in rust is, zoodat het nivoau van het grondwater een horizon­
taal vlak vormt. 

1e geval. De waterstand ~n het kanaal (dit woord zal voortaan gebruikt 
worden om het open water aan te duiden) wordt plotseling verlaagd, en daarna op 
het nieuwe peil gehandhaafd. In formule: 

lHJ-1.J'V 'Iv = 0) r= fo . 
_2e geval. Het niveau van het kanaal wordt geleidelijk verlaagd, zoodanig 

dat de hoeveelheid wator Q" die per tijdseenheid de doorsnede AB passeert, con­
stant is, en gelijk aan Q,o. In formulo: 

) Q., ::. Q. 0 • 

3e geval. TIe watorstand in hot kanaal wordt geleidelijk verlaagd,zoo dat 
de peildaling evenredig is met den tijd -r . In formule: 

~ 'X!.-.=.O Î tf,::::o(,.I T) 
waarin ~l een constante voorstelt. 

40 geval. Het niveau van het kanaal wordt geleidelijk verlaagd, zoo dat 
do hoeveelheid water, dio per tijdsee~hoid do doordnede AB passeert, evenredig 
met den tijd toeneemt. In formule: 

; 

waarin 61 oon constante is. 
De genoemde gevalIon zullen voortaan worden aangeduid als geval n::: 0 , ge­

val 1'1 ::: I , geval n.::: ;(.,. on geval Vl 3. Hierin is neen paramoter, waarvan de 



die 
])e singsraogelijkhei,i van 

te beschouvren, waarbij 

nader worden ingegaan in par, 
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beteekenis verderop 

VUl. deze vie:" worden gegeve::rl met behulp van go­
sloten integratie. Daarbij worden aangenomen, dat het profiel 
van don grondwat0rstroom c ~ een benadering, die alleen geoorloofd is, 
de peilvorancieringon kloin opzichte van de waterdiepte . :Deze benadering 
maakt aan don ó6non kant do king 300 ecmvoudig, dat oploss 
orvan mogolijk wordt, aan don anderen kant wordt doze vergelijking lineair in] , 
waardoor suporpositio mogelijk wordt. bohulp hiervan kuru1en nu in princip al­
lo govallon ',vorden berekend, waarbig hotzij r ,hetzij fl aan den rand van het 
kanaal op willekeurige wijzo met den d varieeren, mits uitgegaan wordt van een 
toestand van volkomen rust. 

In fig. 2a is een willekeurig van 'f op het kanaal met den tijd T 
voorgesteld door een vloeiende lijn. Men kan deze benaderen door een trapjeskrom­

, 
Q b 

:F'ig. 2. Vc::rsc:b..illende wijze:::. va:;;. 

::ne. Met do fornulos van het goval n =0 kan men de 

beweging in re-
de T, 

eon dorde 

berekenen, 
veroorzaakt door do peilv8rlaging fa ten tijde laat men 
dezo beweging voortgaan, maar brongt door supe 
.n.<;:;LJ...I.....LS' die l1G t gevolg is van een poilvorlaging Ton tij de. 

T~./ laat non boido bov{ogingon voortgaan, en beweging ton­
van do peilvorlaging ~~ • Zoo voortgaande kan non het verdere verloop van , 

de bowo volgon, 
Zou do fit,'Uur niet 'f als functie van T voorstellen, maar Q., dan kan 

man op dozülfdo zo werken mot do formules van het geval VI = I • 
In 2b is ook f als functie van T gegoven, maar hier is dE) vloeionde 

1r"Y'r'\""""", 

men 

bonaderd door eon voolhoek. Mot de formulGs van het geval n =: t .. kan men de 
berekenen, veroorzaa.'kt door de peildaling van lijn CL- • Ten tijde TI 
deze be\'feging doorgaan, maar laat een tweede beweging beginnen, 
door het verschil in riohting tusschen lijn.g.J en lijn ()./ . 

verloopt geheel als de vorige. Is niet 'f maar r2 als functie 
De 

van 
gGven, dan werkt men met de formules van het geval 11:::::3 

de formules kan vlorden uitgebreid, door ook 
de aanvangstoestand niet de volkomen rust is, 

, stationnaire toestand. Ook kan men door superpositie èn ilr 
in rekening brengen. Op de toepassing van het suporpositiebe­

8. 
])oor de aanname, dat de peilvariaties klein zijn tegenover de dikte van de 

laag, singsmogelijkheid van de formules beperkt. In die gevallen,waar­
in de s niet klein zijn ten opzichte van de waterdiepte , mogen de for-
mules niet worclen . In die gevallen mag echter ook het beginsel van SUp8T­

positie niot t, zoodat men in deze gevallen veolal in het geheel 
niot cr.on weg tot een oplossLlg zal traohten te komon,maar ovor zal 
gaan nemon van modelproeven. :Men kan de berekeningen b. v. toopassen op de 
voortplanting in van do eb- en vloedbeweging op zee, op een benedenri­
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vier of in een haven. Bon 
tochniok on dG 

kor toepassingsgebied ligt in do waterleiding­
waar Elon do vuücrstanden in terreinen bohGersoht met de 

peilen in open "'a.~~~H 
naalstandGn èn 

kanaal, oon 

de,e,r zoowel ir. ie vmterstandGn geïntorosseerd(ka­
als in de hoevoG lhe id water, dio uit en in de 

is hot periodiek voeden en aftappen van een 
tot éér. dor vier genoemde govaller. is terug xe 

·orongen. stel, dat do 
rendo gelijke 
door beurtelings oen beVle 
dere problemen worden 

lhoid vle,ter, dio door AB passeort, beurtelings gedu­
on - Û o is, de,n kan men de beweging berekenen , 
met - 'L &L 0 en + ,., rlo te superponeeren. Voordat Vf.Ir­

, zal echter de theorie afgeleid worden. 

par, 2. Afleiding van de differentiaalvergelijking en algemeene oplossing, 

De nie"t-stationnaire bewe van grondwater, dat op een kanaal toestroomt,. 
wordt beheerscht door twee wetten: 

1) de wet van Darcy: 

( 1) X:l ~7J 
(zie fig. 1). Hierin is 

Q = de hoeveelheid water, die per tijdseenheid een doorsnede passeert. Q is 
eon functie van'~ on var. • Q positief van rechts naar links. 
Foitolijk moot do dim0nsvan Q) [e t IJ zijn. Omdat de beweging echter over de 
longtoeenhoid loodrecht 0'"0 het vlak borek:md wordt, komt Q in de 
formules voor met de dimo~io r nL t -I 

k == do doorlatenho van he\ ~imensie [..tt-IJ 
TI = het doorstroomingsprofiel, d.i. de tand tusschen de afsluitende laag 

en het phreatisch oppervlak. Natuurlijk is deze grootheid niet constant,maar af­
hankelijk van plaats en tijd. Zooals reeds vermeld, wordt bij benadering 
constant genomen.r = de potentiaal - tevens de st van het grondwater, waarbij de 
waterstand in den begintoestand nulvlak 
Dimensie 

T .., de tijd. 

( 2) 

2) de 
0(0 

continuïteitswet: 
li)r,fl 

j A,.::.....L. • . (ûT 

Deze vergelijking drukt uit, dat wanneer Cl, van tot plaats verandert, 
b.v. toeneemt, het meerdere water, dat aan de strooming deelneemt, vrijkomt door 
een daling van den grondwaterspiegel. 

In de formule stelt jV het deel van hot 
daling van den grondwaterstand door lucht wordt 
het poriëngohalt3, in verband mot hot achterblijvon van 
ging van den grondwaterspiogol blijvon luchtdooltjes achtor, 
geval moest met hotzolfde gotal zal werken. 

voor, dat bij 
iets kleiner dan 

ltjes. Bij stij­
zoodat men in dit 

Cm de formulos tG voroonvoudigor., Viorden de volgende substituties ingevoerd: 
~ In 

cv~- hvl t ~ 
k~ t 

waardoor de vorgelijkingen overgaan in 

) 

en 

kbaar is cr dimensioloos, on wordt do dimonsie van t voorgesteld door[ e~.L 
Men moet zich echter niet te veel verdiepen in de beteekenis van het I!

11 en het "oppervlak" t ,maar de genoemde substituties opvatten alseenkunst­
greep om de constante 5rootheden k, :J en JU uit de formules te verwijderen.Fei­
telijk moet nu in het vervolg gesproken wordan over "het tijdstip OVGreenkomende 
met til of "de afvoer oVGreenkomende met tjt' 11. Gemakshalve zal echter worden ge­

over "hot tijdstip til en IIde afvoer ti 



Elimil'lBtie van ~' tusschen 	 levert: 
/Uf 

rot 

Dit is de differentiaalvergelijking, die meet 'Narden opgelost voor de rand.... 
voorwaarden~ 

(6) 	 voor -t::O ,~ 0 (beginvoorwaarde), 

(7) 	 voor'L :::. 00 , (op oneindig grooten tand treedt geen paildaling op), 

en 	verder, naar ge geval: 
Vl ::; (} vaor x:. ::: 0 , i.f::::: ~o , 	 , 

ffJlJi(Sb)h -;,./ voor :;c.:. 0 -+- - q/
9 t7J'C 	 -0fiJI/) 

(volgens (3) is(l)~ == 4" ) , 
J( 8c ) Vi :::: :L, voor 1:.. 0 ui1 -- r/\,. f-'-'" • 

o:..k 	ZJ ~ 
]je voorwaarde komt OVere8!l met 
De dimens ie vBl.l 0/... is [~- 'J 

r:::::
' 

/./ /, , in par. 1 gesehreven als tf 

(8d) yl :::: J voor ~C - 0 ,(ût..
(Î)Jt 

- 13t 

Jeze voorwaarde komt overeen met 
als (L rlJ T , 
Do dinens iO van t) is 

f2 ~ , in par, 1 geschreven 

Aan de differontiaalvorgo king en de randvoorwaarden wordt voldaan d.oor 
een oplossing van don volgondon vorm: )

1:.. I I ,t­
t ;2.-	 '{- ­

(9 1) 	 ~= tliv{f
(,c 

of, men 117 '" U/ stelt,
?Jd:; ~ \ 

( 	 f-t~f[LL), 
Hierin stelt n ee~l paraL1.eter voor en kt u....J een nader te bepalen funotie van LU , 

id LU is blijkbaar dimensi~loos. De schrijfwijze van farm (9 1) wordt 
inplaats van het meer voor de hand lL:"gende

Vlt i 	~ \ ~tf .:::: 	t (-;-:::= i ) 
, , 1 t; ) 

eensdeels om oenvoudiger uitkomsten te verkrijgen, anderdeels om een betere over­
eans tG boreiken mot dG polynomen van Hormite. 

Een afleiding van de formule zal niet worden gegeven, De oplossing is ge~ 
vonden, door f als functie van 'L bepalen l'lB een tijd IJ. t ,'-'6 +:- , 3~ t , 
enz. en uitkomst voor een tijd. YID door middel van een limietovergang te 
schrijven funotie van ~ en t ,Het is ook niet noodzakelijk een aflei ­
ding te geven, want de juistheid van de formule kan worden bewezen door substi ­
tutie in de differentiaalvergelij en vergelijking met de randvoorwaarden,zoo­
als hieronder zal goschieden. 

Door 	difforentiatie van (9) naar ~/c., verkrijgt men 

, 

dus 	 ook 



Hierin I. I 
v 

( 11 ) 

waarin 

( 12) 

. C::oo:­
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nogmaals differentieeren 
')1 _ I 

::::1-t7: Jil 
4 t, 

naar f:... 

diife:-entiatie naar i: ontstaat 
r I )'i I 

rl t -:r ­ I __I iN t r - ti 
~ t L , ~ 

Subs titutie van deze dL'fe:"entia,alquotienten in de differentiaalvergelijking 
(5) levert op ~ 

{ti 2Johj-' ;;'/1-'\ t = 0 , -L 

waarbij blijkbaar vol~ae.,n '\Jord~ r~an de 'noodzakelijke voorwaardo, dat 'L en L 
zich zó6 laten , t ze tot ~_ ku...vmen vlorden samengc.omen,en dat 

"1'(')'-"'-1­ ~ .La' '"11 ÎvAJ tnergens een 
Aan deze 
(5) • 

v: 1. 11 ~ u'-:;;:,;, • 

kine 1:10et f,' u)! dus ook voldoen, wil (9) een oplossing zijn van 
U 

Verg. (13) is een lineaire di::erentiaalvergelijking van de 2e ord.(3~vraaraan 
dus twee randvoorwae.,rden mogen worden opgelegd. Eet vraagstuk heeft eohter drie 
randvooTImarden, en wel ( ,(7) en (8). :tîet blijkt, dat (6) en (7) z:'ch tot éán 
voorwaarde laten sansrmer;;en. Zoo',:r81 voor t =: 0 als voor):.. =.00 "fordt n.l.u-=oO, 
zoodat (6) en (7) samen la.mnen ',7orden voorgesteld door: 

voor i( ()o (0 - 0- , r - , 
en aangezien tk :=. 00 alle \,a3.rden voor t 
alleen nul zijn, als U(A =0 is, zoodat inplaats 

'Vi , 

openlaat, ka!'l. r == t 1.. ~( u.-) 
van (6) en (7) geschrG~n kan 

worden: b 

( 14) voor [--l ==­ ,j' =0 . 
Deze randvoorwaarde is voor al e gevallen dezelfde, Voor voorvma:t:'de (8) moe­

ten de geval=.en onrierschei:len worden, vvaarbij steeds geldt, dat de waarde :e =-0 
ook Lt - 0 maak.t, onafhcmkelijk van de ',marde van ." 

Gev2..1 (l =-Q_,. Voor U = 0 moet cf.=. zijn, dus moet i -;: f ::::..~) zijn. Dit 
is het geval, wanneer I:len YI 0 neGDt, en verder als voorwaarde stol";g 

( 15a) voer l{ =­
o moet zijn, dus volgens 

( 10) 

( 15b) 

- CVo • Dit is het r;eval 2..1s Vi , en als voldaan wordt e,aru 

~ ,=: J..q, y,vco:1.' 1)­ -==­ 0 ti I , 
1 ro 

Geval ft :::::. ~__• ',r oor Ct :::. 0 ::Joe ij r::: 0<. t 
is het geval ,\'lanneer 'r". :;:: is, en verder aan 

, dus moet t :Vk = eX t zijn. Dit 
de voorwaarden volda~~ wOTdt: 

( 150) voo::: v~::: 0 , ff -=:À.. 

Rif ,fl"t5ieval__~__3__!. Voor Il::. 0 :;108 ~ ,~ zijn, dus volgens 
, 1: _..:... I ' 'iJL ! 

( 10) 0 _L?,.. ff­ ,,'.J..".L 1 1• 2.. L '­ fi­ :::::. IJ) ~ • J.JJ.. IJ J..S ne" geva a s fl ::: 3 , en als 'ToldRan ',w:::'d:; aa:r..~ 

() :J I, i I IJ
\. 15d vdor iA­ 0 , r :::::. 2 Î.J • 

Res1.'1Xleerende is t vraagstuk teI'uggebracht 
de differentiaalveI'gelij 

( 13) {,'IJ "," IJ i 0 

tot het volgende: 

op te los,sen voo::: de vier ';e::a~l:l ~:.., :al ~~-0 
ra:r1dvoorwaarde steeds is~ 

, 1, 2 en 3 is, waarbij de 

(14) voor u.., ::::. .)iJ f:::::. D 
;/ / 

en waarbij d,e andere ::,a!'~dvoorvTaarde "van geval tot geval wisselt, en luidt: 

(15a) n ::: Q voor Lt o , J :: lP, 
~ ,~ 

6é:,10 
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( 15b) Y1 :::. I voor lA.::; 0 

~ ._~(1 )Vl-L voor U. v 	 --- .. ---- ) 

(15d) Vi -::: 3 voor u.. - 0 	 f! ~;Lt; 
(; ; 

:De gevallen zullen afzorlderlijk behandeld worden • 

..,. Geval V1 =- 0 0 h t kl' tO - lOpar. 	J. • P e anaa ~s L - L'D 

Voor dit geval is tf ~ ~Ll-GJ Î -~ 1 
en volgens verg. (10) van de vorige par. is al;:;;..l t 1.1·. 

'~ -r L , 
:De differentiaalvergelijking luidt: t -t-:Lv... ~I - 0 , 

de randvoorwaarden: 	 D 

( 1 ) 	 voor lA.- ::. 00 , t:;.. 0 , 

(2 ) 	 voor ~ ,::' 0 , r-ro . J.J I 
Voort' kan men schrijven HL{., . Men kan de variablen dan scheiden,waar­

door de di~ferentiaalvergelijking overgaat in 

rt/ I 
- ~ dr 	-­ t· l,v..A..v) 

of na integratie~ 
1..f =el R..,-IÁ.. / 

en na nogmaals integreeren: 

waarin t, een integratieconstante voorstelt. 
De integraal ('e, -t<.'-dA..l/ , de z. g. foutenintegraal, is niet in elementaire 

functies uitte druKl'cen. Voor de bepaalde integraal ~ re,- t}...a ~ E! u..\ 
VIT J l J 

bestaan echter tabellen. 1) 0 

:Deze functie wordt "" I voor lA- == oIJ , en =Q voor Lt =. 0 , dit laatste volgens de 
definitie. Voor de onbepaalde integraal kan men sGhrijven

Jt -u 1_ ~ == ~;{EllkJ + Cl i ) 
waarin C- 1.> een de integratioconstante voorstelt. Bij substitutie gaat (4)over 
in 

( 5) 

Uit 	substitutie van de randvoorwaarde (1) volgt CL::: -I en uit substitutie van 
d.e randvoorwaarde (2) C ~ 2::.. fo • Voert men deze waarden in,dan vindt men 

J Ifff t::. lfJ,- E(l-t..)J 
of, als inplaats van t geschreve#J. vJOrdt Y' ~ 
(6) 	 Y=l(o{I-E[Gc)J. 

Verder is nu de grootheid 4V te berekenen uit ty~ '-
1 

t' , waarbij det 
gegeven ';{Ürdt door (3). M.en vindtvmardo va2:1 f 

(7 1) 	
:& t-î 

J 

ct= 
VTF 

De hoeveelheid water, dL tijdseenheid op het kanaal afvloeit,vindt men 
door u...::. 0 te stellen: 

(7) 


1) Jahnko Embde-Funktionentafeln, derde druk, 1938, blz. 24. 
Je functie wordt hier aangeduid als E'2...C''-') . 
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:Door integratie van deze uitkomst vindt men de totale hoeveelheid water,die 
van het tijdstip t = 0 tot het tijdstip t naar het kar.aal gevloeid 

t ,,_
SCV cU~ := - i1Cl t - L 

c 1{iF' 
par. 4.. Geval Vl =:. J • aan Ï1e t kanaal is cr :::. 1 0 

Voor dit geval 

en 

~e differentiaalvergelijking luidt~ r+ ~ALf- ~f( 1 ) 

en de randvoorwaarden: 

( 2) voor LL .::::: (jC) , I :: 0 , 

(3) voor IJ,:: 0 ,Df::; 1-ûf( 

De differentiaalvergelijking is op te lossen als men er een particuliere in­
tegraal van kent. 001' probsEjren is gevonden, dat 

t = L.0 
aan de diffe::'entiaalVergelijittng_vo~~t. :1\'1en s-:;el t nu 

d.w.z. product van GGn pa,i"ticuliM:-e integraal en een nader te bepalen func­
tie Li.­ van Lu • Uit differentiatie volg'~~ 

,1 ~ 1 . 1 tIi 1 ll • .I1 •' U'::= ~ t- LA--­ ~ el1 = ;IJ}. + "-""'1 

Substitutie in (1~ levert i/I -r '1 I (~+ .,(,{.,) d:! 0 0 
(J ol/.-{. .j 

Hierin k:u:n....'1.en de variabe~er;- geschei.den VIerde:1-: 

~~ = -/~ +- l.u.,) c;ttG. 
Na integratie verkrij *~n l [;l..­ 2.. ) 

I I l,L

"1 -:::. C. 1-2.. 

Na nogmaals integreeren klbmt er: u.... L ~ 

Ij:- -C'L~ LL+ 2.-J~-~ ~ j, 
Hierin komt dezelfde Gtrrtegraa1 voor' als in het vorige geval. 

zoodat 

volgt: 

verme'1if'villdigt men beide leden :met u..,.. ~ dan komt in het linker lid te staanU<j , 
dat t: i. 0 

VOlgens' (2) moet f,~~0 Zij~::: [~:: •:i{~:~),:~:)~et' geval zijn, ale de 
vorm tusschen accfladen (] is, d:3-G als c.:I, -I . Ha subst.::. tutie volgt: 

k= -Cr [~ ~~ VIT- u~ ~ I ,-1:lu-)~J 
V , (I

:De randvoorvraarde (3) legt een voorwaarde op aan • Deze grootheid ooet 
eerst berekend \'lorden door iifferentiatie van (4) naar iN 

dus 



en aangezien ~ 

Aan 	het kanaal, \iaar je::... 0 is, d.us Lc ':::. 0 , is 

2. 	 ~' 
!f = 	 - V!f CV0 t 

Ear, 	 5. Geval Y1 -=- 2., • Op het ka.'1.aal is f -:r!' d.. t 
Voor d.it geval cr:::: t ~L lN) 

en 
0; == t 

U, 
1: f ( IL) , 


d ., ~ t . 1 l' .l' l' d.t C
D,e 	 ~:~eren ~aa verga ~J~~ng u~ : 
li , i I ' 

~ + ",~ t - Lf t1 
1 

.::: 0 ) 
en d.e randvoorvlaard.en~ o L ~ 

I 

(2) 	 voor i).. -:::. CO, f - 0 , 
0'(3) 	 voor Lt :::: 0 , ~ = . 

De differentiaa1vergelijking ka.~ evenals in het vorige geval worden opgelost, 
als men er 6én partiouliere integraal van kent. 
Door proboeren gevonden, d.at de Dlllotie 

~= 2Av2...+ t 
aan (Î) voldoGt. titueert lT!oVt nu in (1) 

t :::: (2,0v'L + I) tt ) 
waarin i:f con nader te bepalen ±\motie van u..". 0roorstelt, dan verloopt de oplos­
si:.'1g val! Ó zond.er moeilijL.ï:lod.en. I:oor differcmtiatie vindt men:f =- ~ Ll,. '-f -t- ( ~lL 2. + , Jt/ ) 

! IJ (J 1 1. J 115 -4 Ö 8Uv d l~ -t- I d · 
substitutie in (1) levert: J 

( k'L + I) :j I/ + ( ! 0 u.... + Lf u....:) 'i I=-O 
Hierin zijn de variabelen te s~oiden: "< 0 


,cL"}1 _ ~ +- Lf lt'-' J 

~ 	 ~ . 

/. 	 J~.2. +Ua integratie vind.t 	non: u ...
11 1 _ 	 Q. Q..,-v.. 

0- I (;;".A.A..-'-.j.../) 	 , 
waarin ~t een integratieconstanto voors-folt. Na nogmaals integreeren vindt men; 

L{ - ~ Cl {LC 12-- cL:/..+ Se. u:-~ J ' 
o 	 :0 ll-u.,,'l..+1 

http:moeilijL.�:lod.en
http:randvoorvlaard.en
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en volgens 
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I 

t:" 

voor L{••~ () t is 
;:;l 1:::!::. I. t 

de tweede in­

'l. 
-IJ.

ik tb :: 0 en 
de vorm tusschen 

Evonals bij hot 
r­ ~ [ , 

::;,0 kan do totale hoeveelheid water ,die van het tijdstip 
t -: () tot het tij ds t in het kanaal gevloeid is ,door integratie worden be­
rekend~ t 

JeVtA 
~j v~,

',-..1 _I 

'Par, 6. Goval Vl ~ 3 • Pan het kanaal 

Voor d t geval 

on 

Do difforontiaalve 
i // 

(1) t + 
en de randvoorHaardgng 

(2) voor U. ~ CK;, I~" D , 
J • lIJ r,

(3 ) voor ..k":'_.) ,/ ~ iJ •h IAan de diffeLentiaalvergalijkinc ~ordt voldaan door de particuliere inte­

graal t :.: :"A~ "{­ ? lA...­

llen kan nu dezelfde Dothoo.e vol§:on als in de vorige gevallen. De integraties wor­
echter steods ldor en daardoor lastiger te berekenen. In de volgen­

do par. ",7orden do uitko:rJIS van de divorse onder elkaar geschreven. 
Beziot mon do tot dusvür verkregen uitkomston, dan valt hierbij een regelmaat op, 
zoodat men 8:1 dadelijk voor d.::; uitkomst. van h?t vierde geval kan schrijven: 

=t 7 
Pl [ :iT ( V. 

l 
;- C~C+ D)~-!J':~ ( 'v.: 2, u..) iI - E ( !L ) j] . 
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Hie2:'in is ",;: t' jU.. de particuliere integraal van de differentiaalvergelijking, Van 
den vorm rju", 1, -t-lu.., t]) kan men alleen zeggen, dat het een tVleedegraadsvorm zal 
zijn, TIe ccëffjcienten B, C en worden bepaald door den vorm te substitueeren in 
d.e differentiaalvergelijking, waa.cmee tevens de juistheid van de uitkomst bewezen 
wordt. I,ion vindt~ 

() t L • 

par. 7. Overzicht en analyse v~~ de uitkomsten van de vier behandelde gevallen. 

:Je volgende notatios '!lorden ingevoord~ 

:Je uitkomston kurulen dan geschreven v/orden 

Vi - 2I _­ _ ) 

I 
UI-LP! 1­
\ -jO') 

<. 

't­...p:: _.~.~ 
i 
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Aan he t kanaal is 

(j)
h :::..0 If -::. i'? ) cr ::: - Lfo 

t ,Jrr 
~ 

I 
'2.... +-4­

':t:;'h =- I ) -- C[;o ~ )Y ttVjf 1" 
1 

2. L"'LVI :::: L 
) 1..// ~,t,I - - -- oZ L 

L -tL 
"' vrr i'" 

3 r.,Vi - ) !.f-= 
I 

iJ - Ir) t .J JVTf r 

t kn­
en :: ~L/"I'l.. t ~ L Achterin het werk bevinden zich tabellen voor _, , en 

ij 2, • Vrr 0 I 
De functief tv tot en me ti..:. bezitten de eigenschap, dat 

! 

J.., kan werden 
gevonden, door I: I te dif:':'erenti~eren naar LW , d. i. naar ilr ' at JI op de­
zelfde wij.3e Uft,~ ~an worden verkregen en zoo vervolgens. Men kan i het al-

I~ f' 1gemeen zen, at vranneer LLl) een oplossing is van de differentiaalvergelij ­

king LU, I ~ 
(1) c' Ó t ~A~t - 7:,;/"\ :::. 0, 

do leide van : i 1,),) naar U, e~n oplo ing is van de differentiaalvergeljjking 


(2) '. t'1 ?.AJJ['-~L"r_I)~::..O' 
Substitutie van F[ u,) in (1) lGve~t n.l. op: Ü 

IF1\+ 2.A....,/ F - 'ft! F =- 0 . 
Differentieert men naar lA..- , ... dan v.indt men J 

F", F q F II 
..,-;)).).-> -7y l'Yl-1 :;;.0, 

waarmee uitgodrt1.kt -;rordt, riat FI een oplossing van (2) is. "Negens het homogene 
karakter van de differentiaalvorgelijking is dan ook ieder veolvoud van f' een 
oplossing van (2). 

De diff9renthalvergeli,jking (1) en (2) kunnen opgevat worden als de diffe­
rentiaalvergelijking v~ü1 tvree opeenvolgende der behandelde gevallen. 

Door het bovenstaandG is eon verband gelegd tusschen de uitdrukking voor f 
in de vier b0handclde gevallen. Welk veelvoud van FI gekozen moet worden, hangt 
niet af van 1'8 diiY.:;;rentiaalVergelijking, maar van de randvoO:r"lraarde. ::Jat dezelf­
do fu.'1c tie s. . 0 t. e • n. .3 voorkooen in de uitdrukkingen voor t ' volgt uit de 
algemeene ve_gelijking oor q (v6rg, (1 van par. 2)~ 

OV=-it~_-I f, 
I lvlen kan de vr",ag stellen, welke reg~lmaat in de functies Jo , f I ,t:l- en 
11..3 zit, en daarmee tevens het problee~ ellen, hoe de bedoefde functie wordt

Y~or W[1Elrèien van VI dan 3. Men kan de functies alle scr-I'ijven indenvorm 
I 'l. 

( .);':î ) t=,~ f ~-""- CV i )- q ~l}) 
waarin F en ty beide fl,moties van lA...- voorstellen. De functie f moet een op­
lossing zijn van de differentiaalvergeli.jking 

JI1 I / 
( Û + IJ~ f - ÎJr1 f= 0 
Bij substitutie vindt meng 

Aangezien verNacht Dag ';'lorden, dat r en t polynomen zijn, volgen hieruit de 

http:uitgodrt1.kt
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voorwaarden, Viaaraan r en CV moeten voldoeng 

iI or - '1 - 1_)'11 
+ '-t'- iMf 

en 
( r) 4t 

11 

+ ,·~v I 

• 

- './VI CV :::. 0 I\0 

.(6) drukt uit, dat UV een particuliere oplossing van de differentiaalver­
gelijking (4) moet zijn, "lat de afgeleide geVallen OOk. steeds het geva.l wa.s. 

Verder is hiervoor leid, dat de funoties met ~pvolgende waarden van 
V1 ui t elkaar kunnen worden afgeleid door differ ntiatie naar Î).A..I • Differen­

tiatie van (3) naar '.Ah levert op: 'L I 

Jti::: ~_ ~ - "".0 t + qL Q.~ l-L _ _L ~ / _ F- ( u..)\ L 
~ fu ~ ~ l J' 

welke func moet overeenkomen met 
, 1..
L _ÎÁ 

Vi r0 (:. ­

(met index 0 z n de functies aangegeven vlaarvoor de eenheid lager is dan 
voor de beschouwde functie). Uit (7) en (8) volgt: 

r l 
C -L IJ': enI) - 1la ~ cv -= ;;~ 0 

4; ~1''D' 
T)oor (9) te differentieeren en van (5) af te trel-,ken verkrijgt men: 

( 11 ) r- -fol 
: i ~I 

Volgens (i 

p= 
is b dus to berekenen, wanneer I" en (1 bekend zijn, terNijl'i' vol­t p V gens (10) te berekenen is door integratie 'van ,"'.,' 


Is dus t,'c voor zekere waarde van v. bekend, dar{kan r voor een waarde \'1 van 

, diB één grooter is, berekend worden. eenige moeilijkheid blijft nog over 

de integratieconstante te stellen bi,j het berekenen van cr uit '1'0' Om 
deze te bepalen bedenke nen, dat volgens (6) een oplossing van de differenti ­
aalvergelijking (4) moet zijn. :Je functie'? is een polynoom van den vorm 

( , 

Substitutie in (4) levert o.a. als voorwaarde op: 
A _ C . -- --. ~: 

waaruit A is te bepalen. 
ti 

In fig. 3 zijn de verkregen uitkomsten grafisoh voorgesteld. Aan de linker­
zijde is een afbeelding gegevon van den grond-,vaterspiegel op verschillende tij d­
stippen, die telkens een bedrag versohillen (met uitzondering van geval, 

f1 .-:;:. IJ ,waarbij de tij den zich verhouden als 1: 4: 16), Rechts is een grafiek ge­
gevon van het verloop van iJl of 'T' aan het k;-cnaal (;t ~;;. n) met den tijd. In die 
gevallen, waarin do randvo6:rwaarde '!' bepaalde, is het verloop van gegeven 
en omgekeerd. 
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t 

•• " •'J - '.': ~ 

Fig, 3. Uitkomst Van de vier gevallen van toestrooming op een kanaal. 

In he-::; eerste en t\veede geval bevat de randvoorv;aard:: aan hot ~;:a"f:lal g,,,com­
bineerd met de be[!invoo:rvlaarde een disccntinuitoit. In het ccr8~0 ','lor3:t net 
pe il va:'1 118't karèB.8.1 in he teers t<è oosenb2.ik plo'~s ,üing "'Tan op gebrachi; . 
Als gevolg lLleYiian verandert ('f; aan he~; ka;'l.aal pl()tseliè'1g van 1, tot ~:L) ?300~ 
als uit de form'.Jles blijkt. In het -b:leecle geval is het verloop -ran Ir wel co~ 
tinu, naa~' vera.r""L3rt (1/ aan het kanaal in het eer te oocenblik plotseling ';re.n 

V tot ~ 
Deze ontinuïtsiten noeten in do ui"komst tot ui-(;drllkkin~ komen. Walli'1eer 

men in de betref~ende formule s '/'~ ~ 0 ,t:::. U su'uatitueert, m:::et ecn twee ver­
schillende uHko:rnston voor} of q; vinden, Dit :;'s ook het geV'al, doorèlat de 
grootheid l.I .• voor ~t ::: :} , T •. ofwel :=. 0 , ofwel;;::: c" is. Bij substitutie vindt r::le:1e './ 

cc :;.: Ü, d. Leen onbepaalds ui~;komst . Stelt men echter ie. ~ Q ,en 12.at 
" 
~. 

http:oosenb2.ik
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men t, tot nul naderen, dan vindt men 1),::;0 ; stelt mon daarentegen t ,;:. C ,onlaat 
men ·~C tot nul nadoren, (lan vindt men ,t '" '1(;, Subs titucert men 'J. ~: 0 in de vC'ge­
lijkingen voor f of 0/ ,dan vindt men die waarde, die bij de randvoorv,aardo 

":.: hoort; subs titueert men lL '1· dan vindt men de waarde, die bij de beginvoor­
"Naard.e hoort (t:::: IJ ). 

Iüathematisch is hiermee de discontinuïtoit vorant',roord. 1,1en zal echter graag 
de Van de uitkomst iets verder voortzetten om een goed begrip te verkrij ­
gen. is in fiG". 4 do grootheid r als functie van t uitgezet voor hot 
geval ~,';::; I (aan het kanaal Cr. =(y, ), en wc 1 voor drie vraarden van ',r...,. , n.l. 
'r :::. 0 , '/'... 200 en L "" In, r " 

Trekt men in een 'vvillokeurig punt van één deze krommen de raaklijn, dan is de 
helling hierva...'1. een Baat voor de grootheid " in het beschouwde punt. Volgens de 

is voor t-~.;:: 0 ,voor alle waarden van ';, , <f::; C ' Hieruit volgt, 
L 1 en de differentiaalvergelijkinK~i. =- ';0;: ,is ook 

" I..... .f j 'J 

• 	Alle krommen moeten dus aan de as raken. Ze doen ook, be-
halve de l~n voor 

~. D ,die er 
loodrechtop staat. 

c c o o8 g c c 	 Aan he t kanaal,:Lso o G 8 
o a :> .... .{. 2 	 n.l. y'J:::: - .~,;;j. {:' ~ '" 	 !Ir /I,:) , 

,i"',~.[.; ~.: ,." ~ 
. --- - t , • .j. .,,'dus r-;'", - --::: t.{j.... • 
". '~Ta J 

wat voor ~~ '= è' do 
waarde o() oplevert 
De lijnen voor 
:( ::: 'j()O en rc;:. 1J;f./ 

hebben beide een 
naar links omge­
bogen kopje. Bij 
kleiner wordende 
'.7aarden van ~C 
wordt dit steeds 
kleiner, totdat 
het bij 'r:..:;;; (. juist 
verdwenen is. De 
kromme lijn 
dus bij kleiner 
wordende ~ ge­
leidelijk over in 
die voor 7:' =- 0 , 
waarbij de raak­
lijn in het punt 
t:::: () steeds ho­

rizöntaal is, en 
van den 'Natel'S ts.nd a,en alleen in het 

tij d op il'ie ve:::'schillen(le 
4. De 

laatste geval vel' ­
tioaal. 

Een ve:rder van onderzoek kunnen de vier litl..ksche grafieken van 
uitma..1.;:en. Als voorbeeld kan het genomen worden, waarbij 'I ~ i is. Men 
op ~~n van de krolTJllen een punt A, overeenkomende met :c",,- 'ó, t~ -:::; 

l.p ~ ,en men vergelijke dit Eet pun: J3, w~arvoor"'=, X zoo groot is~_t::-l 

Jen waarvoor , dezelfde '.vaarde • voor dJ.t punt . dus volgens', .~ '-If.: de 
gr?.2theid ?: ~ X zoo groot, 1 volgens r::: t".' f-! l~) de grooth~ha: F, > ook 

V:-.. x. zoo groot • Het punt B ligt dan op de rechte li.in OA, en OB = \/'1 YI- OA, 
1,1en mag dit volgt formuleeren~ de krasme geteekend voor t.-,,,:: 1: 0 , en wilmen 
de yxorrnne teekenen voor ~." ;:::; " ,dan vi...'1dt n:en die, door de eerste kromme van den 
oorsprong uit met een faotor rl te verIT.enigv~ldigen. Verder hebben deze krommen 
dan de meetkundige eigenschap, dat do oppervlakten tusschen de f as, de ,~:.,. asen 
de krommen zich verhouden als ;, 1"1 • Deze oppervlakte is eon maat voor de hoe­
veelheid water, die s~ds het begintijdstip naar het kanaal gevloeid is. een 
constante waarde van IL aan het moet deze na een {, X zoo grooten tijd ook 
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rl i zoo i::;root 
S lijko vGr:lantsGhappon kan non afloiden voor de andere gevallon,waar­

bij !:',on ook stosds hot vorband tusschon de oppervlakto van de figuur en de to­
taal ido hoov'Jalheid vmter verifioeren. De uitkomsten zijn hier ech­
ter ::lindor Alleen voor eerste geval kan vermeld worden,dat de krom­
me voor tnt.') uit de kror:une voor t -:::. Cr; leid kan worden, door alle abscis­
sen :net V;; te vermenigvtJ.ldigen, m. a. Vi. door de krorrune vanuit de 'f as met een 
fac tor V7. orthogonaal affien te transformeeren. 

Ear. 8. superpositie van de elementaire gevallen. 

003.1s in par. 1 al werd opgemerkt, kunnen de vier elementaire gevallen die­
nen om meer geco:rlpliceerde toestanden te berekenen, waarbij gebruik wordt gemaa.'kt 
van het beóinsel van superpositie. Cm inzicht te krijgen in de wijze, waarop dit 
ge beurt, en tevens veran'b'Noording van de juis theid af te leggen, zal een bepaald 
geval besproken wordan, Hen zal echter inzion, dat het bewijs meer in het alge­
neon geldt. 

Heent men aan, dat, uitgaande van den rusttoestand, gedurende een tijd 
een constante hoeveelheid water door het kanaal wordt onttrokken, dan wordt 
de be\i'leging in dat tijdvak volledig omschreven door onderstaande differentiaal­
Vergelijking met randvoorwaardeng 

r:. _ ~. 
n. c" - (,\ t 

I voor I( :: Cf , 

(.~ ,'f', /l'voor L :::0 ~rl ) 

integratie VBn de vergelijking kont men tot de hiervoor besproken uitkomst , 
die hier voor het tijdstip tri kortheidshalve zal worden aangeduid met; 
I ~~ i i... "t~ i_ 

.~~\ voor -,-. k('," ,
ri I 

Gevra.agd v/ordt de bevièging te berekenen, die ontstaat, als ten ti j de t ::: tG . 
de wateronttrekking door het kanaal van .';~ I wordt veranderd in '1-: • De water­
beweging die dan ontstaat, \7ordt geheel vastgelegd door de volgende differenti­
aalvergelijking met randvoor.vaarden; 

( 
)\. 

III < 
I 

voor +- l 
I" .,., 

\ 
! voor (~ -- , 

u 
, 

" 
I i 

I 
, voor "(­\ 

'.' 

:Deze grond',7!:iterbevleging is te berekenen, door op de eerstgenoemde een t\vee­
de bewe te suporponeeren, gekenmerkt door een potentiaal if'.:. ,welke bewe­
g~ng (wordt vas le door de vOlgender;; ve:::'[selij1::ing met randvoor:vaarden~ 

\ 

II ) voor 
\ voor ., 

voor 'f 
'{ " 

Het be'\'Vijs 'dordt geleverd door' de overeenkot'.stige vergelijkingen van I en 
Ir bij elkaar op te tollen, v:aardoor het gtolsel III ontstaat. 

De gevallen I en 11 zijn te berekenen met de hiervoor afgeleide formules 
Daardoor ook beval 111 te berekenen. 

Dat dit sUperponeeren bij de genoemde lineaire differentiaalvergel~king ge­
oorloofd is, is zonder meer duidelijk; speciale aandaoht moet echter worden ge­
vraagd voor het conseq,uent volhouden van de superpositie in de randvoorwaarden. 

Do superposities die viorden toegepast in par. 9 bij de z. g. spiegelingsmetl:10­
de kunnen verder onbesproken blijven, aa.ngezien het bewijs op dezelfde w~ze ver­
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loopt f als hierboven aangegeven. 

Wel verdient nog vermelà.ing het , dat rr,en nuttigen neerslag in reKening 
brengt. Hieronder w'ordt verstaan dat deel van den neerslag, dat in de grond dringt, 
en den grondwaterstrooo voedt. j'~eestal wordt een gelijkmatige voeding van i\1 m/dag 
in rekening gebracht. Om in overeenste~ng te blijven met de verder gebruikteno­
taties, wordt..t:L, voorgesteld door Vi ,\'laarvan de dioensie is [Q - J . 

D~ differ:rRiaalVergelijking w.0rdt in dit geval 
1l~1-4:'1 

J.,.;- :-- Y\ •r;:-v ;,- !l) ~ 

Superponeert men hierop een t\-Jeede '~bewe ~(en eventueel een derde en een vie:n:'e) 
zonder nuttigen neerslag, waarvoor geldt:

17"-t1"~ _ 

;;". cr .f. --;O} t­
dan ontstaat door opte waarbi.J I;',.::;: Ij: 'r -'!P 

_0__ , ~~ I - - ! I . ,1.. 

~~~~~J 	 v! ;
(~>.~ ..~ ­

dat is weer de differentiaalvergelijking van een strooming met nuttigen neerslag 
Hiervan zal gebruik worden gemaakt in par. 15 ing 4). 

par. 9. Randvoorvvaarde.. op eindige afstand. 

Tot dusverre is steeds verondersteld, dat het grondwater zich tot het on­
voortzet. 1·,ien kan echter ook net geval veronderstellen, dat zich op een 

afstand van het eerste kanaal een tweede kanaal bevindt, dat evenwijdig loopt 
aan het eerste, en vmarir. de vraterspiogel op een constant niveau gehouden wordt. 
Bij de hiernavolgende beschou'\'ring zal worden aangenomen, dat ~/ in het tweede 
kanaal::::: I) is. Mocht het de kanaal echter een anderen waterstand hebben,dan 
verandert de \vaterbO\veging allo(;n in zooverre , dat op de berekende bewe een 
tv/eede, stationnairo, gosuperponeerd Bloot worden, die overeenkomt met een lineair 
verhang tusschen de kanalen. 

In fig. 5 stelt A het eerste kanaal, K het tYleede voor; de onderlinge afstar.n. 
is het kanaal.A 'wordt de vraterstand verlaagd op van de wijzen, die in 
de ber..andelde vier gevallen w'aren vorondersteld. De lijn a stelt den grondvV'ater~ 
spiegel voor op eon tijdstip in de voronderste , dat het tweede kanaal 
~4et a~!Nfezig zou zijn. De a is dus te berekenen met de afgeleide formules. 

Om nu tezor­
gen, dat 1.'1. 
K voldaan 

c D 	 wordt aan 
de voorwaar­
de ,dat lp 
blij ft ,moet 
men een û.vee­
do waterbe­
weging su­
perponeeren, 
door te vm:­
enderstellen, 

L L L L L· 	 dat zich in 
3,op 

;, rechts 
van K, ook 
een kanaal 

5. Het 11 spiegelenlt van stroombeelden. bevindt, en 
dat hierin 

de waterstand op dezelfde wijze wordt verhoogd als hij in A wordt verlaagd. Ten 
tijde J..... veroorzaakt de peilverandering in B een grondwaterspiegel if~ ,die in 
K, om redenen van symmetrie, een even groote stijging van den waterspiegeltezien 
geeft als een daling, zoodat voldaan wordt aan de voorwaarde, dat in K, . - c 
blijft. Nu wordt echter in A de aanvankelijk veronderstelde waterbeweging weer 
verstoord door den invloed van;' • Om dezen invloed te compenseeren kan men een 
kanaal bij C veronderstellen, op tand;- C links van A gelegen, waarin een 
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geldaling plaats heeft gelijk aan die in A. Ten tijde t veroorzaakt die dengrond­
waterspiegel c.. • De invloed van (~ verst,oort weer de rBndvoorwaarde in K,waar~ 
door weer een kanaal bij D, op afstand 3)" rechts van K. ,moet worden veron­
derstold met waterstijging. lIon kan zoo tot in het oneindige voortgaan met het 
veronderstellen van kanalen met waterdaling op afstanden~, ,':'.­ ,'1 t ,/, t.. enz, 
links van A en kanalen met waterstijging op afstanden ;t~~ ,'-( i'... ,C t anz.rechts 

. van A. De invloed op het gedeelte A K zal echter met toenemenden afstand steeds 
minder worden en tot nul naderen, zoodat men de potentiaal in een willekeurig 
punt tusschen A en K op een tijdstip t kan vinden als de som van een oneindig 
voortloopendo reeks, waarvan de termen beurtelings + en - zijn en tot nul nade­
ren, Op physisohe gronden mag men aannemen, dat deze reeks convergeert, 

Ear, 10. Do bemal~ van oen put. 

Tot dusverre is gesproken over de niet-stationnaire waterbeweging,die ont­
staat als in een lang, recht kanaal de waterstand veranderd wordt. De waterbewe­
ging was hier steeds evenwijdig aan het vlak van teekening. Men kan hetzelfde pro­
bleem stellen voor het geval de strooming radiaal is. De technische uitvoering 
van dit theoretische geval is een put, die afgepompt wordt. 

In fig. 6 wordt een verticale doorsnede over een put met straal r,.) gegeven. 

o 
+Q. 

6. De invloed van het bemalen van een put, 

vlak, lP:: (.: ). 

De situatie is ge­
lijk aan die van v0­

rige gevallen: een 
waterdoorlatende 
laag, waarin het wa,­

ter een vrij,phrea­
tisch oppervlak 1mn 
vormen, wordt aan 
de onderzijde be~ 

grensd door een 
volkomen ondoorla­
tende laag. Men be­
gint den put op het 
tijdstip 'T:;:,. (; op één 
of andere wijze af 
te pompen, uitgaan­
de van de rusttoe­
stand (horizontaal 
phreatisch opper-

Eerst zal de differentiaalvergelijking voor dit stroomingsgeval worden af­
geleid. Do yret van Darcy luidt: 

(1) 

on de continuItGitsvergelijking:
Û.. ,.' ~ (2 ) ==­ r- ,Al 
rJt,. i 

De notatios zijn dezelfde als in het vorigo 
Stelt men 

/'

()"cr -; ---. 
'~r, k .'f) 

dan gaan de vergelijkingen over in 

(/)f
a=.'1f­r /'VIt':, 

vraagstuk (zie par. 2 en fig. 6). 

De grootheid 0v_s~elt hier dus iets anders voor dan bij de vorige vraagstukken. 
De dimensie is LP.. J • Evenals bij het vorige vraagstuk kan D constant veronder­
steld worden. Do variaties van l.p moeten dus klein zijn tegenover D. 

Eliminatie van ~l..L ~2t l3~)1.~t (4) ,~ve~t 
(5) /~ ,,"''X..,. n j.... - r('\t 
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Ook hier zijn twee randvoorwaarden steeds dezelfde, en wel: 

(6) voor t :: 0 , 'f ';..(J (beginvoorwaarde ) , 

(7) voor 'L ::. ofJ, 'f;;. 0 • 

Er is nog een derde randvoorwaarde, die aangeeft op welke wijde de put afgepompt 
wordt. Hier zal één geval worden behandeld, waarbij de put met constante oapaoi­
teit bemalen wordt. De randvooI'Ymarde hiervoor luidt:ap 
( 8) voor 'K.. -=.. rIJ 1:..(i) f =al (zie verg. (3).)Î /1)(,-, -lP 
Het probleem is nu, de differentiaalvergelijking (5) op te lossen voor de rand­
voorwaarden (6), (7) en (8). 

Het blijkt, dat evenals bij de vorige groep vraagstukken de oplossing van 
den vorm is 

't 
waarin u.. ::: '~rr . Evenals vroeger is VI eGn parameter en een nader te be­
palen funcliG van IJ,.. • 
Door differentiatiG verkrijgt men: 

n-, 'I! J IIV't . I t ;:-î. I 

~~t-, t ; 

Bij substitutie in (5) vindt meng . . \. I 

( 10) fi + ( ~ +- -;;J.~.c Jt ­
\1 ' tI 

en bij substitutie in (3): . ~1 i I 

(11) °v~t"'·t)_·t· 
Verg. (10) is dus de differentiaalvergelijking, waaraan ~ moet voldoen,wil (9) 
een oplossing van (5) zijn. Wat de randvoorwaarden betreft, zoowe1 voor r:...:::. 0(') 

als voor t;:;:. Cl wordt ,)_<:. cO , zoodat de randvoorwaarden (6) en (7) beide over­
gaan in 

voor 
. yl 

Aanga zien t "to niet steeds nul kan zijn, is 

(12)voor u... ::: ~) t~oI' 
De tweede randvoorwaarde hangt van het geval af, dat beschouwd wordt. Hier 

zal alleen het geval behandeld worden, dat 

voor 
J 

Gemakshalve zal deze voorwaarde veranderd worden in~ 

voor 'It =. D Î 1~t~ , 
1Taderhand (wanneer de uitkomst gevonden is), zal dan moeten worden geverifieerd, 
dat voor kloine waarden van 1~ de grootheid cr woinig verandert. Dit is tever~ 
waohton, omdat bij daling van het phroatisoh oppervlak uit een c~linder~ klei­
nen straal slechts weinig water vrijkomt. Volgens (11) is q.-:: f:f; u.... i I ,zoodat 
de randvoorwaarde komt te luiden: 

'!!. r/
voor ; t'- u. ~ .= 1'0' 

Hieraan wordt voldaan als 1'1 :;;: () Len a1s verder 

(13)voor 't..:::.D (dus ()...=- Cl ), u.. f' = I}o ' 

Voert men de waarde t1 ::: () verder iJ in de vergelijking (10), dan wordt het pro­
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bleem, de differentiaalvergelijking ,I 

( 14) 	 t: 11 +- . "'" .j-:. })./) t .::: !) 

op te lossen voor de randvoo~Naarden 
j 

( 12) voor /). ' .''J 
j 

~- ,I, 
(13) voor Lt :::. 0 - '"VD 
Hiermee is dan f bekend, want VOOT" ::. (j is 'f;;:;: f{ 1..\-) 

In verg. (14) zi~,n de variabelen te seheide'n: 

(~'v! (!.,.)' r1',' ' _ - - 'r i J.{/ ,,~A)~/. 
. ~ 	 7n . . 

waaruit na integratie volgt: 

• ('l 

\
Vlaar~n "', I een integratieoonstante voorstelt. Volgens (13) is voor~O , 
.)~,·t! - (..1,' , wat bij substitutie oplevert C, ;;:;: ({lc ,waardoor (141) overga.at in 

~) yf} '1.." 
1--' C /,0 - v.•.

( 15) 	 r: ~ . El­
" ,".C 

Terloops zij opgemerkt, dat door deze vergelijking de grootheid Cr (:::- L.l..i)be­
paald vrordt~ 

{-v -. ty" Q~ 

Bij nogmaals integreeren van (15) vindt men 
I 	 . (I, t:'~'f> t I 


1); -- l ­~ :::. ':1' Cl \ 'I~ e.­n .. ) .n..-" 	 J.; .] l~;;Lé 
Men kan deze uitkomst schrijven in den vorm van een bepaa.lde integraalg 

l",,~ ;~ , tV) t \'. J ,/J-l­
~' ~ .......::- \ ----:- M)h \­
i' ;L ~ CL'" 

waarin ei.- een tweede inte~atf~constante voorstelt. Volgens randvoorwaarde(12) 
moet voor (). -:: ~) de grootheid Ir ~ 0 worden, waaruit volgt Cl. ~ 0 , dus 

fi dl. l.. 

;J i' e,- i. À .~ 
J - f.A..,I ....V 

i.j ?" Lt~~
dus ook: 

LJ.~ L. 

1,1" , tI J.0- l.I.- I L 
1.::.. i _. (.\ ~A., 

• I '1( 17) 	 I.· ~:) 1). 

Voor genoemde integraal bestaan tabellen. In Jahnke Embde 1) wordt een tabel ge­
geven voor l:.. .... 


welke tabel eohter in dit werk is woergegeven. 

Voor kleine waarden van J:.,. kan men deze funotie berekenen, door den eersten 

term, eventueel de eersto tornen, to gebruikon van de reeks, waarin do funotie 

ontwikkeld kan VlOrden. JJeze rocks luidt: 


J., 
..,I 

X­ J:.. 
• ~ J 

.; IJ 	 ;:r
~.,I ; ,..) .) . 

eersten term, waardoor 
• c, \1 'l.( 18) 	 of"f '""" Ü V. 

(181) 
ft;:;., '::1, / cA- +- 0 J /,!i iJ '.j. ,)\ J 
, • '" I 	 I 

dan wordt een fout g'èmaakt, welke voor 

1Y-jahnke Embde - Furli<tionentefeln, derde 
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on voor 

be ècxaagt, 

lEoGstal zal mGn dus met deze benadering kunnen volstaan voor waarden van u ... 
;.~ 

klei­
nor dan (, ! 

Voagt men een bij, waardoor 

L~) ) 
dan vTordt Gen fout gomaakt, welke bij 

'.L-'"" ~'-" .... :: i_____ /) 
bodI'aagt. 

) 


Doze vorm zal in don regel voldoende zJ.Jn, om de v,'aarden van de functie te bere­

kenen in het int )rval tusscher.. u}' (') ol en u.~"=: I • Voor grootere v/aarden kan 

men voldoende nauYikeurig interpoleeren tusschen de yraarden van do genoemde tabeL 


J2E' • 11. Anal,;y:s e van de uitkoms t. 
I 

Als men uit verg. (18) van de vorige par. door differentiatie berekent1-'i, 
vindt men als uitkomst (t::: ClIO , d,w. z, in het gebied;, waarin de benadering met 
eon logarithmische kromme ve1:-antvioord ,is tt. bij benadering constant.M~.t be­
hulp van verg. (16) men bepalen, hoeveel rt/ bij kleine waarden voor u.-..... af ­
vlijkt van • Bij (I,. "= 0,01 vindt men een fout van 1%; bij ut';::. 0,1 een fout 
van 9,5%. voorbee ld kan worden genomen, dat de grons, waarvoor 0,1 is, op 

m, afstand van de bron ligt na 2~4 dagen, wanneer,kD = iOOO m2Jd is en!'·'::. 0,38. 
ft; 4J.- ,

Wanneer CV constant is, wil d;i.~ zeggen dat 't.. ;;;;'. constant is, d. VI. ~. voor 
bepaalde waarde van 't, verandGrt ~'c';J niet mot den tijd, m.a.w. het phreatisch 
oppervlak verplaatst zich zonder van vorm te veranderen rechtstandig naar bene­
den. 

Dit is schijnbaar in tegenspraak met de continuïteitsvoorwaarde ,welke zegt, 
dat als t niveau zakt, de afvoer IV moot toeneücm. Eon meetbare daling van het 
niveau kan echter een te verNé',arlooz~n hoeveolheid water opleveren, Viarmeer het 
oppervlak, waarover de daling plaats heeft, gering is. een radiaal probleem 
als hier behandelde, waarbij het oppervlak toeneemt met het quadI'aat van den 
afstand tot de bron, is dit inderdaad het geval. 

Men kan zich nu gemakkelijk rekenschap geven van de juistheid van de ve:rvan­
van de randvoorwaarde 

voor k 

voor 'l.;;:: 0 , CV:= tt'a 
Laat men hier een verschil van 5% in q, toe, dan kan men met verg. (16) bereke~ 
nen, dat ()- - ,:"";'_ ~ 0, L?~t moet zijn. Hieraan zal in den regel bij in deprac­
tijk voorkomenaJ' puttenbemalingen wel voldaan worden. Stelt :nen i~j( 0,2C m, 
(gerekend tot den buitenkant van de omstorting van ~et filter), dan vindt men 

Li . , !"­
uit do grensvoor'Naardo:J /' . Neemt men voor K"L een lage waarde aan van 
b. v. 50 m2Jd en voor 0, ,dan moet t.)' 0,C00975 dag zi,jn d. i.> ca 1t mi­
nuut. 

Voor rc::. ,Iv men dus steeds in het logarithmische gebied, beh~lve kort na 
begin van de beweging. Voor de peildaling in den put kan men dus schrijven: 

i v - 'l_ \ 
; ~ 'v I 
i *- I 

2, 'Llt' I 
I - /

Men zou een nieuw begrip kunnen invoeren: de invloedssfeer van den put, te 
definieeren als het gebied, waarbuiten l' kleir:er dan b.v. 5% van (~'o.-~Dit 
gebied wordt begrensd door I,)., =1 ,73. Ten tijdeC reikt het tot ':t.::: 3,45 H:- • 
Het invloedsgebied breidt zich dus evenredig aan Yl: uit. 

In fig. 7a is 'f als functie van fV voorgesteld op verschillende tjjdstip­
pen, Qie gelijke bedragen verschillen, te~vijl in fig. 7b het verloop van f met 
den tijd is gegeven ter plaatse Van den put. 
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~~__ . 7. Toestrooming naar een pu~. 

TOEPASSINGEN. 

par. 12. Toepassing 1. 

Aan oon kanaal wordt gedurende 12 tijdseenheden oonstant een zoo groote hoe­
veelheid water onttrokken, dat na afloop van de 12e periode een peilverlaging van 
1 m. bereikt is. Bedoeld is de onttrekking per m1 oeverlengte. De onttrey~ing per 
m1 kanaal is dus'), flo • Daarna wordt de onttrekking gestaald. Het kanaal zal 
daarna weer in peil rijzen, doordat het water blijft toevloeien. Gevraagd wordt , 
deze rijzing te berek0nen als funotie van den tijd. 

Men kan het geval berekenen, door ten tijde T =. 12 eenheden de aanvankel:i.:ike 
onttrekking te doen voortgaan, en van dit oogenblik af een voeding van CJ. m3/o
dag te superponeeren. 

De peildaling tengevolge van do onttre~~ing bedraagt volgens par. 4: 
/. .L­V' :;:: - ~ Cf" t ~. 

VfT' ye )
of in andere notatie 

Q. I L
f),il T ; ..(1) 'r' := - ,r- I~'- ,j-o 

VTr ï kDjV 
Voor ft is tf':..-f , waaruit volgt, dat 

'" 11.J... \.o(../:> I 
.:;:::-- ;; 

vrr Vk D i-' \fi2: 
of na substitutie in (1) : 

; 

( 2) Tï­tf= 
De stijging van het peil door de voeding bedraagt 

. 'L 
I' ,,\2­

(3) tf = +- LT-I z-;1fï[ J) 

zoodat van T:= 0 tot T=. 12... de waarden van If gegeven worden door verg. (2) ,na 
T·- 12.. door de waarden van (2) vermeerderd met die van (3). 

De uitkomst is voorgesteld in fig. 8. Het kana,8.1pG sGijgt blijkbaar dade­
lijk na het stopzetten van de onttrokking b~el. Na verloop van langen tijd nadert 
~ tot nul. 
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li'ig f 8. Ver'andering van den waterstand in een kanaal, dat gedurende 
12 perioden wordt bemalen en dan rust gelaten. 

par. 13. Toepassing 2, 

Een kanaal wordt beurteli~s om het halve jaar afgepompt en gevoed met een 
constant blijvGnde capacitoit 0.." per meter kanaalocver, uitgaande van denrust­
toestand en te beginnen met een onttrekking, Gevraagd wordt het verloop van f 
met den tijd in het kanaal zelf en op afstanden van 200 m. en 400 m. uit het ka­
x:aal~ D~ peildaling na verl~op van het eerste jaar wordt = 1 m. gésteld.Ver­
a.er J.8 p_";:;;;, 0,25 en kD..=100 m / dag. . " 

V60r de ,berekening begint men r::let ee~ on"ütrekkingu..,:; ; na ~en ~aJ.f jaa:rvoegt 
men een voedJ.ng J.. 0 toe, weer· een Ja8.r later een onttrekkJ.ng "2~ {).o enz, , 
waarbij iedere eenmaal toegevoegde 'loeding of onttrekking 3teeds voort blijftwer­
ken. 

De peildaling op het kanaal tengevolge van een onttrekking (2,1\. is na een 
tiJ'd T _ L II 

lt·· ~ - -- I'l \.( 1) {\ ..- V.> .­
'''_!,' f ' 

Hierin is '::Vc~ kT =:I,/~. f:J.'J ,waarbij (. in m3/d per mi lfcrnaal wordtJemeten,dus 
feite~ijk in r::l2/ d. De grootheid 1(. i~ d~ensieloo$? t :::, .!,,;J~ := i'hoC I. ,waarbij

T J.n dagen wordt geteld. De groothsJ.d i', wordt hJ.orbJ.J UJ. tgedrukt J.n m2• 
~Já een half jaar moet de peilverlaging 1 m bedragen. Substitueert men in (1): 

lf'~ -- I en t ::.. 40r))<. 1:.{~:- I' h:;(, v,.;~ , dan vindt .men Cf/,;. := 0,00330 en a", = 0,33 
m3/dag per m1 caverlengte. ' . ' 

De berekening krijgt een meer algemeene bet:')ckenis men bedenkt, . dat 'f 
evenredig is met {{.,; ,zoodat de uitkomsten met weinig moeite voor anderea,(, zijn 
om te rekenen. 

Substitueert men deze waarde voor J.n (1), dan gaat deze over ineVö , 
(2) 1'= -, (IC +::. 
Voor de voeding met ~ ,die na een half jaar begint, geldt: 

, /, ,~,,,(f 73000)t(3) r c' j'" (; [' 'I ,,- , 

,roor de onttrehl~ing met Î , die na een jaar begint, geldt 

( 4) r.:: - G) C; C I ((; 
, 

- 146. QOO) '2 
1 

en zoo vervolgens. De waardan van V1 tijdens het eerste halfjaar worden bepaald 
door (2), tijdens het tweede halfjaar do 0:': (2) + (3 h de~ .het derde ha1:rjaa1-" 
door (2) + (3) + (4) enz. De uitkomst is voorgesteld in fig. 9a. 

Betroffende den waterstand in hot kanaal zijn tW0e dingen van belang: 
1) De amplitude, waaronder hier verstaan wordt het versohil tussohenhet hoog­

ste peil aan het einde van het jaar, en het laagste peil in het midden van het 
jaar. De ze a.mplitude nadert na vorloop van tij d eon lirnie twaarde, die aan de hand 

http:onttrekkJ.ng
http:voedJ.ng
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van onderstaande tabel geschat kan ;'lorden op 1. 52 m. Het blijkt, dat de ampli tu­
do in het eerste jaar chts ruim 4% grooter is dan de limietwaarde, zoodat men 

"Fig. 9. 

t o,eol . 1 
... ~).6J ~ --~.-. 

! I . 
+o,~ol 
..0,2.0! 

0' 

L 
o 

.2... 

l­a 
.SL 

o 

I: 

c 

'Hat8rstand in :ae t kanaal en op tVlee plaatsen op oenigen 
stand van hot kanaal, bij afwisselend afmalen en voeden. 

aÎ­

kan zeg­
gen, dat 
wat de am­
plitude 
betreft, 
de bewe­
ging op 
den even­
wichts­
stand in­
gesteld 
is. 
2)Het ge­
middelde 
van het 
hoogste 
peil aan 
het eind 
van het 
jaar en 
het laag­
ste peil 
in het 
midden 
van het 
j aar,waal'­
mee de 
ligging 
van de 
kromme 
t. o. v. de 
lijn f~C 
wordt aan­
gegeven. 
Dit ge­

middelde ligt voortdurend onder nul en nadert na langen tijd een limiet r::; 0 . 
Blijkens de tabel is deze beweging echter uiterst langzaam. Dat het gemid­

delde steeds onder nul ligt, komt doordat met een onttrekking begonnen ;was met 
een voeding begonnen, dan lag de lijn evenveel boven nul als nu er onder. 

jaar 
i 
I 
I,
J.-._-­
i 1! 
I 
! 

2 

3 
4 

Waterstanden in meters . ....__ ..... .__._~.- ~._._.-->--.._- ..._~_ ...... . 

laagste hoogste 
punt punt 

midden eind 
jaar 

-1 +0,58 58 

-0,9036 +0,6357 

-0,8717 +0,6583 

-0,8546 +0,6722 

-0,8250 +0,6980 

-0,7858 +0,7358 

amplitUde 

gemiddelde 
v. hoogste 
en laagste 

peil ! 
-_..-i··_ ..··_···~_··_·..·••.. 1 

1,5858 

1,5393 

1,5300 

1,5268 

1,5230 

1,5216 

- 0,2071 j
i 

- 0,1340 ! 
0,1067 I 
0,0912 

0,0635 

- \ 

Verder z~Jn geteekend de lijnen voor 200 en 400 m (fig, 9 b en 0), welke 
op overeenkomstige wijze berekend worden met de f~rmule 
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De groothGicl :-t is voor de punten op 200 en 400 m afstand van het kanaal respec­
'1 ~'I'Jtiovolijk on_'r 


Voor 
 ding/"i;ell:e een half jaar begint, is voor het punt op 200 m. 
afstand. V8.l'l kanaal I 

I \';'"1. 'tliH \
tf:-:: l' %(i! i 1; _,1:) IJ 'I, 1!/;!( , \ . 
. yO, I J .. I...Vt-J?Jl.nu)

Zoo2.1s uit dG figuur blijkt, kenwerken e lijnen zich door demping en pha­
severschuiving, \-'elke laatste he':G0~evolg is van het feit, dat voor iedere gesu­
perponeerde bewo ging $ voor 1':' ::: 0 ) EL ::. IJ is (zie fig, 4). Is de waterspiegel 
dus aan het oin(1, van eer.. halfjaat:h:iksche periode dalende, dan :'s de meuy! ge­
superponeerde ~::,'reg:':"ng in het eerst n:;,et i:1 staat den zin van de beweging om te 
keeren," as yranneer 0J.. van d.e nieuwE") beweging tegengesteld gelijk is aan die van 
alle b~è:gingen sat:en, houdt do daling op~ en gaat 07er in een stij ­
ging, 20013.:'8 u::"c . 4 te ver';lachten '.'laG, is dit op 200 mafstand V,)J1 he t kanaal 
eerder ho t g0va:" dan op 400 m, 

par, 14. Toe~1.sGing 3,_ 
Aan een ~ recht kanaal wordt, uitgaande van den toestand van volkomen 

rust, gedarende een tijd tI) een const::l.llte hoeveelheid water '110 per m1 oever­
lengte onttrok::e::J., Daarna werdt de ontt:relddng in verminderde It.ate voortgezet, 
zoodanif-; dat he'~ peil van het k3.naal niet qeer ve:r;:andert. Wordt gevraagd de hoe­
veelhe:.c:. water Oj ,die op een tij dstip 1: tt '7 t>.) \ wordt onttrokken. 

Ged(tl'enae (':.:3 periode -ran t ::.{) tot i. -::. Eo daali de waterstand in het kanaal 
volgcms à,Q forr:lUh.: van par. 4 a.v. I 

( 1 \; ! ,.. _. IJ.~..f- 1:,r - - vTf ?to' . 

11en kan de gegOYellS van het vraagstuk dus ook anderG formule",ren en wel:geduren­
de een tij d"Tak V2Yl t";. l) tot t -= to "-Nordt 1 ui-cgaande van den rUGttoestand,de wa­
terspie,:;el verlnagd volgens (î), en na het tijdstip t - to op het cl:.:,n bereikte 
peil gelaten. 7an het ',marbij /,,'l :::. () is ~_e xaterstrooming bekend, die op­
treedt, wanneer de ka.'YJ.aa~ ,,0 lJlots81ing met een bedrag J...; vorlaagd ,"'lordt . 
Tijdens het inter'ral van t::: D tot f:: :;: t.e;> hebben oontinu dergelijke elementaire 
peilvor::'agingcm 1 torwijl het constant blijven Vall het peil na het tijdstip 
-t- t·o Dot éi.ezo voorstelling in overeenstenuning is, wanneer :ner.. na dit tijdstip 

goon peilvGrandcrillgon moer in rekening brengt. Door differentiatie van (1) ver­
krij YJen voor de ele:nentaire peilverandering ten tijde t ( 0 < f:: <t~): 

a _..!....
1 ~. Y-o t J~ I J( ) (, v'f ::; - .Vrf"2 (ut') 

welke ten tijde T: ( '7C'o ) een toevloeiing naar het kanaal veroorza:1l-ct, volgens 
verg. 7 van Par. 3 groot 

.Î... , D • '1~~I :::: - eVf) .t~ J.....,.. ~O.. 
rr ,. 1: 

Deze funotie is in fig. 10 afgebeeld. Voor t;:: tö is de raaklijn aan de kromme 
vertioaal. Ten tijde r =-.t to bedraagt 1t nog precies de helft van '1;Q ;ten tijde 

http:ka.'YJ.aa
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10. 	Waterlevering door een kanaal, wanneer ee:rst een constante hoeveel­
heid wordt onttrokken en daarna het peil constant wordt gehouden. 

I: l, re (niet op de teekening) wordt Cf = i 110' 
_!•.....15...!.-.~~..§!3 s~~. 

In deze par. zal een toepassing worden gegeven, die physisch afwijkt van de 
:problemen, maar door reè..eneering tot dezelfde groep mathematische vraag­

stu.kken terug te brengen, en \'.'el tot het geval waarvoor VI :::: L.,. ,tervdjl ook 
het "spiegelen;! van stroombeelden wordt toegepast. Het gaat er hier minder om,de 
gellGele berekening numeriek uit tG werkcm f dan wel om aan te geven, hOG dit pro­
blOOt1 is te::c'ug te brengen tot de bosproken elementaire gevallen. De beschouwing 
zal 	daardoor meor ~ualitatief dan quantitatief zijn. 

Het een bekend verschijnsel, dat de nuttige neers ,dat is dat gedeel­
'Ge van den neerslag f dat in den grond dringt en aan het grondwater ten goede komt, 
niet gelijkmatig over het jaar verdeeld is. Met name zijn er streken waar de zo­
merregens vrijwel niet tot den nuttigen neerslag bijdragen. Men kan dit geval op 
de eenvoudigste manier sohematiseeren, door aan te nemen, dat de nuttige neer­
slag gedurende de helft van hot jaar constant is, gelijk aan N mater per dag, en 
[sedm'ende de andere helft van het jaar gelijk aan nul. 

IVien k8-11 nu de vraag stellen, wanneer tûsschen twee evenwijdige kanalen op 
tand {~ meter, met hetzelfde constante kanaalpeil de nuttige neerslag op de­

ze inte:cmi tteerende vdjze valt, hoe verandert dan met verloop van. den tijd <l~hoe­
veelheid watür, dio naar ioder der kanalen afstroomt. Stelt men dit verband gra­

en voor, dan zal men eon lijn vinden, die om oen gemiddelde schor:unelt, en dit 
gemiddelde zal de hOGveolheid water zijn, die afvloeit als de nuttige neerslag 
gedurendu hot gohoolG jaar constant is on '" 13:N, In dit geval is het phroatisch 
ODpoI'vlak een parabool, en stroomt per kanaal af eon hoeveelheid CL;;;;~ ,\j.!:.:....
~ N 	 ., .... 

stol t men -+- voor door y\ ,dan is 'V = .!.. ~'l t . De genoemde grafieli: iËf weor­
gogoven ü{=J.lfig . 12. . ui tgezot t'kgen t ,waarbij is uitgegaan van de 
YiaardGJ '" 1000 m en vorder 'ldl/, "" 1pO m2/dag en )1';::::. Of25. (Bij deze vvaarden is 
ovonals in toepassing 2 : 1::::- 1L: ~':. en 1;;:;:::1 K.~ ItncT .De lijn slingert 
on rio .c;'emicL~leldr:l ''fa''rde I:'. ,". ;~.I) i;; (, 	 JA 

t~ ,:.1 " (... \ CN ~.:.::::: liJS"C '.""; 
t". 	 1<\ 

In deze figuur is d.e toestand afgebeeld die ontstaat als langcm tijd achter­
.jon 	de nuttige neerslag op de bovon aangegevon 'wijze vorandert. }Ion kan dozGn tce­
sk·md. borokcmel1, door b. v. uitte gaan van oen horizontalen waterstand tusschen 
do kal.1.EÜOn en het proces dan te volgen f wanneer bourtolings een nat en een droog 

jaar elkaar opvolgen. Do grondvJaterspiogel in het gebied tusscnen de kana­
len z1:;1 ian 01'- en neergaande bO'Hogingen vertoonon Qn na oen lange reeks van ja­
:::,cm g~lan SC!lO:mTIelün om :ie bevengenoemde gemiddelde lijn van parabolischen vorm. 
Deze '.Fijze V2.11 bOlryekenon is echter omslachtig, Mon kan sneller tot het resultaat 
komen, door uit te gaan van ocn (stationnairo) bogintoGstand, dio in het gebied 
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liGt, 'Nl'i,arin na langen tijd de plaats hebben, en het ligt voor de 
hand hiervoor den parabolis8hen waterspie te nemen, overeenkoüende met een 
constanten nuttigen neerslag Ir, dus net de eerstgenoemden gemiddelden toestand. 
Een tweede wordt gevonden in de overwecing, dat de gemicldeldo toestand 
hot minst 'Jordt benaderd ophot einde van do natte of op hot einde van de droge 
poriodo, mae.1' ton naasten bij za:::" vTorden aangetroffen in het midden van beide pe­
riodon. Daarom hot beter, uitgaande van den gemiddelden toostand, met 1/4jaar 
nuttigon morslag tG beginnen, im daarna halfjaarlijksche wisselingen to veron­
d.ors tG llon. 

Dit problGom zou door sup8r',9ositio op to losson zijn, ,'[annaal' men de oplos­
zou kGYl.J.lOn van eon ander, olotlElntaL' gOVE.,l en wel: hoo is hot verloop mGt 

cl van de hoovoolhoid v{ater, dio op do kanalon toes troomt, ,;,anneer, uit ­
van den rusttoestand 'f -:::: I.' , de nuttige neerslag constant, gelijk aan IJ 

is. ~,Iell zou dan ~~et onderstE.ande 8c1'.e::l1a van superpositie moeten volgen: 
1. 	3egintoestand, statior4~aire toestand met nuttigen neerslag ~ . Deze steltden 

GO'''.Luc;.""lclen toesta..YJ.d voor, waarOlib.een de schomIuelingen plaats hebben, 
2. 	llierol: superponeeren, het niet 8tationnaire strootlbeeld, dat ontstaat door, 

uitgaande van den rusttoestanci F=- i) , een nuttigen neerslag 1/2 rT in rekening 
tG brengen. DE) totale nuttige n88r81ag word.t daardoor -~- JIJ + -;} ~i: == N. 

3. 	Het stroombeeld 1 + 2 laten doorgaan, maar na! jaar door superpositie in 
het niet-stationnaire stroombeeld, dat ontstaat door,uitgaan­

de van den rusttoestand r'·:: 0 een nuttigen neerslag - I-J in rekening te bren­
gen. =)e totale nuttige neerslag worcit daardoor 1- N ~ NcO. 

4. 	 He stroombeeld'1 + 2 + 3 laten doorgaan, maar na 1/2 jaar op dezelfde wlJze 
een nr~ttige neerslag + N superponeeren, waardoor de totale nuttige neerslag 
o + IT "'" 1~ wordt. 

5. 	 en::. zoo voortgaaJl.de, 0:11 het half jaar beurtelings een nuttigen neerslag ...... N 
en + toevoegen. 

l(ost dus nog, het bovengenoemde elementaire goval op te lossen~ het bereke­
nen v~:i...~ de niot-sto.tionnaire grondwabrbc-;{oging tusschen "l751oe kanalen met peil 

t{, ':::: r ,waartussohon, uitgaande van don rusttoestand ( f = 0 ), ononderbroken 
Gon nuttige neerslag 2T valt. Wegens r01ativiteüt van bewogingen mag monditvraag­
stuk ook volt:~t formulceren~ hot b8I'.:o1:011on van de niot-stationnaire grondwa­
tGI'bowoging -bussonen tvv-.óo kanalen, uitgaande van d'3n rusttoostand ( éf:::: () ), wan­
n,;:)ol' tusscl1en do kanalen gecm nuttige neorslag valt, maar do peilen 'in de kana­
lü:vl gelijkéllijk verlaagd ';'lorden, zoodanig , f = 0. t , waarin d~ een constante 
voorstelt. 

Er bestaat hierbij een verband tusschen ?J en é'Á.., Zou een nuttige neerslag 
K val1811 op een terrein, vmarin geen zij de lingsohe afstrooming plaats heeft, dan 
zou de grondvraterspiegel zen met een snelheid .:L;;:: N of in andere notatiet "" f1 • Deze snelheid moet tegengeste~d gelijk zIj:nJaan de snelheid, waarmee het 
water in 11.et kanaal daalt, en deze is !:..= ..,z., zoodat V1::. -x. 

De laa.tstgenoemde beweging, wa.arbij de vrate::;:'spiegel in beide kanalen gelijk~ 
tij dig da.al t, is nogmaals door superpositie te ontleden in tv/ee bewegingen en wel 
in één, waarbij het vrater alleen in het ééne kanaal daalt, en het peil in het 
andere kanaal onveranderd blijft, en een tweede beweging, gelijk aan de eerste, 
maar mot ver'Nisseling der kanale:n. HioTmee is hót vraagstuk teruggebraoht totroeds 
besprokon problollion. . 

In • 11 is hot veTband tusschen rit on 't· gegeven voor hot geval beide 
kanalen op peil 'olijven, en de nuttige neerslag voortd'll:'::'end bedraagt, waarbij 
uitGogaan wordt van den rusttoestand ( if·;:: D ). De grootheid '1' neemt in den be­
ginne zoel' st::Jrk tOQ, later mi..'Y1dor, en nad3rt een eindVlaarde van ;: 500. 

http:voortgaaJl.de
http:toesta..YJ
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Fig, 11. Afstrooming bij constanten nuttigen neerslag tusaehen twee 
kanalen. 
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In fig. 12 is de einduitkomst a8~ege~en: H~t blij~~, ä.at t'y .~ade1ijk sterk 
verandert, als de nuttige neerslag beg~.at ar .e~nd~gt. Bl~Jk~>ns de c~Jfers,die bij 
de 1,Tom­
me z:tjr:~ 

gesclu'e­
ven, 0n 
die de :'I 

?ï
verschil ­ feor' 
lenmcthe:~ I
gemiddel­
de van 
250 aan­
G'wen,is 
de uit­
eindelij ­

toe­
stand al 
cladc2.ijk 
vrij goed 
benado::u. 
}Sr zijn 
hal';'o j~­
ron Elot 
miJcr, en I 

':io\ ...·, ..hal'.'8 ja­
ron met I 
:r.J.inior oL 
don do 1-:;:;­ T 

miéLd.91è.8 
af7:i.ooi­

na,c.::':' 
do .t.:a:îk.f"' 
len. De­

12. Afstroomin~ bij wis~ ler~den nuttigen neerslag tus­ze 116 ­
SC21en twee k~18.1(;n.blom bi~­


na ~/8 jaar verschovo1L +.O.ii. de pcriodon,yraarin de Y".uttiG-i neerslag welafniet 

• De 0DPC.Y 1ilp k+'3 73,n de figèl"LU' geeft de' hoc liaelhtdd water .'CJ:".~ die in zeker 

tijd.pe:.·k.laar eO:1 l\:("Hal afvloeit. Uit opme';i:'l1g "{all de oPP'2::,v12.kken vOlgt,dat er 
hal~.-o jaron zijn mot oa 75% on llf:lve jaren mot ca 125j~ afvlooiing, als het gemi.d­
delc.e op 100% gosteld wordt. 

Ear. 16. Toepass~. 
De differeut:LaalvergeliJking voor den ompten put, bij constant door­

stro::nnprofiel TI is lineair in f . Bij de 1:J8maE.Lg van een {(reep putten mogen 
daardoor de stroombeelden yan de afzonder2 i.jke :;:~utten op elkaar gesuperponeerd 
worden. Een groepsgc7lijze opstelling van putten komt o.m. voor b:!.j waterleiding­
borlrijven en bij hot bemaJ.en van een bO'."twpttt, 

Bij do hieronder volg;ende afleiding zal ge:nakshalve worè1.en aang~nomen, dat 
alle putton evenv..:el wat8:'" loveren. In de werkelijkheid zal aan deze voorwaarde 
meestal niet worden voldaan, maar wanneer men voor alle putten de gemiddelde le­
vering i •• rekening brengt, zal mem voor eon punt, op eenigen afstand van de greep 
ge18[;en oen pe::.ldaling vindo::'., die wGinig van dE' juiste afwijkt. Ook voorde peil ­
dalingen in de putfilters zelf zal mon veolal mot dezo vereonvoudigende aanname 
\'iG:rkG!~9 OB gec0L1pli,;ec:..'cle berekonineen te ontgaan. Bovendien is het mogelijk,na­
clorhó.nè. C'o:2rectios aan tG br.mgcm,. die hier buiten boschouY[~n3 blijven. 

E:::t superp::mû(:,en VAA de invloeden van meordere bronnen op elkaar biedt in 
princ:'po geen moeilijk.'I'J.edo!1; er bestaat echter een mothode OJ:1 de uitkomst snel te 
vintlsn. heL '~e":ikent daartoe op v;:' t papier den plattegrond van de groep putten,en 
geeft h~erin tevens het punt A aan, waari.n op zeker tijdstip 1:, , de peilverla-­
ging gezocht wordt. 0"9 een t:cansparantpapior teekent men concentrische cirkels 
met stralen ~('_, ê '~.(L ? 7/.~ , l._'t' enz. op dez91fdo schaal als de plattegrond. van 

http:clorh�.n�
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de putten. l)eze waarden berGkent :Jen zoodanig, dat de peilverlaging tengevolge 
van de afpomping van éón der putten 5 wanneal' deze geplaatst zou worder~ in het 
ir.tiddelpunt van den cirkel, Ïlo iedere cirkel een rond bedrag zou opleveren,b,v, 
1.00,0,90,0,20,0,70 enz. Det0r, Ile berekening vant r , ';(1_ , ?Cl, ,~..-'1 ,enz. 
geschiedt Dct "tiehulp van d.e formule: l).-'­ .,.. , 

[;!/ j"Î e. ­ '" .~ J 
r,. \ _ (J.)~ • 

/J J t ./'( 
{" (;«~..

waarin • Hierin is L· de oenloge onbekende. 
Legt tre.nsparante figuur met hot middelpunt op A, dan kan men da­

delijk aflezen, welke peilverlagingen ter plaatse van de diverse putten zouden 
ontstaan tengevolge van de berr,sling van een put in A. Men mag de afgelezen waar­
den echter ook anders opvatten: en \vel als de peilverlagingen in .A als gevolg 
van de bemaling van ieder der putten van de groep. TIe som van de afgelezenw~-
den geeft dan de totale pe in A. 

','Til men de peildaling in op een ander tijdstip fit kennen,dan moet men 
een nieuwe figuur op transparant papier teekenen. Aange zien If alleen afhangt 
v~!?- 1.:ft: ,worden dezelfde w~a;den van + ber..§:ikt voor waarden van ~G ,die 

IJ YI x zoo groot zijn. Alle cl.rKols noe ten dus Vt'l x zoo groot worden getee­
kendo 

Op dezelfde vrijze kan men de in de putfilters zelf berekenen, 
voorzoover den invloed betreft van de andere putten; de invloed van de put zelf 
moet afzonderlijk berekend worden mot behuln van de formule 

, il,' 'tC \)' 
:1 1 := i..v\ / r -; . 
, ;u' \, i ~j t . 

:pal', 17. Veranderend doorstroon:p'ofiel. 

Tot dusverre is het :probleem vs.n de niet-stationnaire grondwaterbeweging 
in de omgeving van een recht kanaal of van een put alleen behandeld voor con­
stant doorstroomingi3pI'ofiel J, 'i.'ann8er dit p:"ofiel niet constant verondersteld 
word.t, r.loet een nieuvle grcotheid rI ingevoerd word.en~ die den afstand aangeeft 
van den bovenkant van de ondoordringbare laag tot aan het phreatisoh vlak in 
den aanvankelijken rusttrlestand (tevens het nulvlak van de potentiaaltelling) , 
Het doorstroomprofiel kan dan r;,et H + l? (u. is negatief) aangeduid worden, 

Bij het geval, waarbij het watel' op een kanaal toestroomt, luidt de wet 
van Darcy: 

() _ j- ( (1) Vlo..,.. i-v 1
'-, 

en de continuiteitsvergelijking: 
fT; {).J 

en 

{;
Door :.Lr 

in 
mT 
da,n gaan de vergelijkingen over in: 

~L~ ,['j 
..-1­

(ut' 

hieruit te elimineól'er. 'iÏn,H; T"P'1 èj,s iifferentiaalvergelijking: 
(~, \!­ '" 

1 \ 

I ' t+·­ ."~\ H ) /i,,~,j 

Hieraan wordt voldaan door een functie f ,bepaald uit 
4') ',U, \ i I ;c.. \ 

(4) }-r-~ t (-( )) 
, H d ' 

waarin t een nader te bepalen fwwtie voorstelt en h een parameter, Men kan 
zich vaJ do juistheid hiervan ovortuigdn door substitutie in de differentiaal­
vergelijking. 
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Voor het gestelde probleem is alleen het geval van be lang, dat 11 ;::;. D is.Twee 

randvoorvvaarden luiden n.1., dat voor /(' :::,i~"} en voor t =0 ,r.p == !) moet zijn, De 
grootheid " + t ,r-" wordt zoowel voor 1.. ~ . :') als voor { ::; C gelijk aan ooQ ,zoo­
dat voldaan 'mo~t worden aan~ 

'J~ ::.,f, I T e c.,~ C(0) 1 voor 

t, ~ 0 I -J- i";" '-~ (, v,-) ,voor , I L~ Ui ...· 

Men kan t (.OJ) niet een zoodanige waarde geven, dat aan deze voorvmarden voldaan 
is, tenzilj Yl:o {) , in welke geval beide voorwaarden overgaan in: 

( 5) ~ t(,·~,)· 
Vergelijking (4) wordt dan 

,;... 
( 

H 
:-:. t"' _

"vvat 	 bij differentiatie oplevert -~ ~ 
0'L 

Substitutie in de differëntiaalvergelijking geeftg 
, ,it (I '1., >,1 

(6) t f' T ~ + Î-P-),'.::: () , of anders geschrevenUo V ti 
d. (; I )) 	

f) ,-,-' 	 I f-j ­

,IJ •.v[ 1'1: 
j 2-,1 

(A' t ­I (li, 	 i;
Hierin is 	

ff 
-'I ~J/,V\ 

(tLS/­.' - 'j"'1t'" 	 ­
, f:')..A,.., 

'·,:Tat de ranvoorvraarden betreft, tvree der randvoorwaarden van het probleem leiden 
tot de voonvaarde van verg. (5): 

r i \ 
voor !)/ :.:, ,,/i , t- i ie I :::.i

ÎJ \ J 

Verder kan men als voorwaarde stelleng , 	 '/rç,_ i .. 	,
(7) 	 voor '.4..:: 0, CC"') -::. I -t- [_I 

Do physische beteekenis hiervan is, dat op het kan~al ( 'ic.;:: 0 , dus u.. ~ 0 )de wa­
terstand plotseling van de begim:aarde 0 op Gen constant peil 'Po gebracht wordt" 
Deze toestand komt overeen J:lot het vroeger besproken geval, waarvoor 1'1 eveneens 
== 	 0 is. 

Een oplossing van de vergelijking (6) heb ik niet gevondefl. De geven aflei ­
ding kan dus dienen als basis voor vereter onderzoek of ook als grondslag voor be~ 
naderingsformules. 

Men kan dezelfde afleiding :-:laken voor hot geval, dat water toestroomt op een 
put (het rad,iale geval dus). Dan luidt de wet van Darcy: 

'-	 j ;I \/0'f
({., -= ~ /.Tf ~.( ( d +' 'f)'~ )

" . {V 
en de continu!teitsvergelijkingg 

({)</, 
;.0 j'__l'ir ,~- ~ 


! f,,1 


stelt men 	 en i'i'-, d _+ , dan volgt na substitutie~ 
--~_._~" '~ 

Ook 	hieraan wordt vold.aan door een oplossing van den vorm: 
:;Y i 	 i J' \ 

I-f' 'f __ t I~\i ,- , )'. 
J.-i ,I "'1 t " +-7 
I I 

Om dezelfde roden als bij het geval van ovenwijdige strooming heeft hier het ge­
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val, dat Vi::" 0 is, physische bc",jeekenis. Me:"" stelt dan i.n overeenstemming met het 
voorgaande~ 

1+ 	~) =-k I~)t =Llu..} . 
H V \~,,ff ~ --1," tiJ ~- f H _'til 

Bij 	differentiatie levert dit op~ '7>!f. :: - t ~ ,-~ =: - i 
({J. ti wJ /' 'û ~ 1, 0 t7J7:. lf 

en ~ ~ - ~ t U 0 . Bij substitut~e in de differentiaalvergelijking verkrijgt 
men: 

. ~II I 1 Lr 2.1' 
( 10) U. b + u.,f +- h + Î./vV 0 .= {) 

of 	anders ["schreven: 
ti 	 { 1\", ~fJ 

(101) 	 ~w \. 1fj+ I. u. =D . 

Aan deze differentiaalvergelijking van de tweede orde mag men twee voorwaarden 
o:pleggen. Twee der randvoor\vaarden van het probleem luiden, dat voor X=oo en voor 
t -= 0 ~ lP =() is. Zij leiden tot: 

( 11 ) voor L( .-::: cf; , ~ ( i",J:: I 

Als 	tweede voorwaarde kan men stellen: 

(12) voor L( -::.U ~'f 2 1~ . 
liet geval komt dan ovoreen net het vroeger behandelde. De put wordt, uitgaande 
van een begintoestand, waarbij 'f::. 0 is, afgepompt met oonstante onttrekking 

De 	 laatste voorvvaarde kan men als volgt afleiden: Volgens (s) is 
. ,lJi)' Ij) 'f (7) If rl I -i I J
1-::: 	'Lil + H ;;:;..." substitueert mel h~or:.~: ~L -: k t. f'q/ ,d~, volgt: 

t.y=U-!-j"'f)\.l.-f ,een aangezien t +- i; =Ólu..) ,is...L,. ::wH " . 
F'eiteliJk moet de voorvraarde nu luiden~ voor'Jt ~}t.t ij u4t' =- .5'0 ,maar 

evenals vroeger kan gesteld 'Norden: voor 'IC :::: 0 dus voor IJ..::. cJ· is . i l!"1 "Va 
Ook verg. (10) heb ik niet opgelost. u In = rl 

par. 18. Literatuurbespreking. 

Bremerkanrp 1) 

In een algemeens behandeling van de warmtegeleidingsvorgelijking wordt als 
éón van de besohouwde gevallen het geval besproken, waarvoor de oplossing wordt 
gegeven. De afleiding is echter een geheel andere dan de boven besproken. 

Mazure 21 
Het hiervoor behandelde geval, waarvoor t'):; 0 is, is door 1,,'iazure opgelost 

voor een probleem, dat mathematisch hetzelfde is, maar physisch geheel andersdan 
het besprokene. In de aangehaalde literatU't-·:- komt een studie voor van de water­
en chloorbalans van het IJsselmeer. Eén van de vraagstukken, die hierin bespro­
ken worden, is de diffusi~ van zout, dat zich, opgelost in het grondwater,in den 
bodem van het meer bevindt. V6ór de afsluiting had de Zuiderzee n.l. een chloor­
gehalte van ongeveer 6000 mg/l, waardoor ook het grondwater in den bodem dit ge~ 
halte had. Het IJsselmeer heeft na verloop van een overgané,spcriode van een '.rijf­
tal jaren een chloorgehalte b~reikt van eenige honderden mg/:. Het zout in den 
bodem gaat nu diffundeeren, en vormt een pos·~ in do zoutbalans van het meer. Om 
de grootte van dien post te kunnen berekenen, heeft Mazure een plotselinge over­
gang van het ééne chloorgehalte van het meer\'rater naar het andere aangenomen. De 
differentiaplvergolijkingen voor dit geval komen geheel overe:m met die voor de 
stroOming van grondwater (dus de vret van !'arcy en de continuIteitsvergelijking), 

1) 	Dr. E. Bremerkamp - Partieele Differc:tiaRlvergelijkingen, 1939, blaz. 114. 

2) 	 Rapport ve.n de CO!J.Dissie Drinkwatervoorziening Westen des Lands -
Rijksuitgeverij 1940 - bijlage IX, de water- en zoutbalans van het IJsselmeer 
van de hand van Ir, J,P. Mazure, par. 13. 
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mits men aan de diverse grootheden een andere physische beteekenis geeft en wel: 
r 	= de concentratie van het zout, 
~ 	~ de verticale afstand van het beschouwde punt tot den bodem van het meer. 
(~ 	= de diffundeerende zouthoev~elheid per ee~~eid van tijd. 

De beteekenis van de coëfficiënten, die in de vergelijkingen voorkomen,wardt 
in de aangehaalde publicatie uitvoerig besproken. Mazure geeft dan als oplossing 
van het vraagstuk de uitkomsten, hier in par. 3 als verg. (6) en (7') genoemd, 
d.w.z, r als funotie van 1.-- en t ,en 0/ als functie van ),~ en t . Een aflei ­
ding van deze uitkomsten wordt niet gegeven, De juistheid kan echter doorsubsti ­
tutie in dG differentiaalvergelijking aangetoond worden. 

Het is niet noodzakelijk, de geleidelijko verandering van het chloorgehalte 
in het IJsselmeer te vervangen door een plotselinge, zooals door Mazure is ge­
daan. Met de for~ules van het geval ~ = 2 zou ook de geleidelijke veranderingin 
rekening zijn te brengen, 

Weber 1) 

Weber behandelt het probleem van een put in phreatisch grondwater, die af­
gepompt wordt met een oapaciteit 0. 0 • Bij het afleiden van de formules wordt 
rekening geh9uden met de mogelijkheid, dat aD met den tijd varieert. Alleen het 
geval, dat (to constant is zal echter aan de hiervoor afgeleide formules ge­
toets kunnen worden. Verder wordt door VJeber het doorstroomprofiel , d. i. de af­
stand tusschen het phreatisch ~lak en den bovenkant van de afsluitende laag, als 
variabele ingevoerd, Deze grootheid wordt 1 genoemd, terwijl de afstand tus­
schen het aanvankelijke phreatische oppervfak en de afsluitende laag door Hwordt 
voorgesteld. Aangezien alle door ons afgeleide formules gelden voor constant &oor­
stroomprofiel D" kunnen de uitkomsten van Weber alleen geverifieerd worden voor 
het ge;;al, dat H - Lr klein is tegenover !L In de formules van Weber komt de groot­
heid H.t.._ '1;.' voor, waarvoor men mag schrijven (H -Ij" ) (rf·-f- '1' ). Nu steltt1-~ 
onze grooifueid -lr voor, terwij 1 voor Ht 'r in verlHl.nd met het' bovens taande bij 
benadering 2D geschreven mag worden, zooda:tH 9

-:... <t').; '" -,'i.i'f71. 
V/eber veronderstelt nu, dat de invloed van een put zich tot op een afstand 

R doet gevoelen, waarbij R een grootheid is, die met verloop van den tijd toe­
neemt. 3uiten den cirkel met straal R zou het grondwate:::- in rust zijn. Uit het 
betoog blijkt niet, dat het Weber bekend is, dat de grondwaterbeweging zich al 
in het eerste oogenblik tot in het oneindige voortplant. Een voorstelling als 
door hem gegeven kan uiteraard theoretisch niet juist zijn, zooals blijkt uit de 
door ons afgeleide uitkor:J.sten en zooals bovendien hieronder zal vlorden aangetrond. 

In fig. 13 is het punt A 
voorgesteld, waar het &gepomp­
te phreatische vlak het nog in 
rust zijnde onder een hoek J~ 
ontmoet. Wanneer het punt A2ách 
met een snelheid v buiten­
waarts verplaatst zal het zich 
na een tij d .6 t in AI bevin­
den, waarbij de afstand tus­
schen A en N ;; V c, t is. In dien 
tijd is door de doorsnede A een 
hoeveelheid water gevloeid,die 
bepaald wordt door de gearcoer­
de 	 oPP?rvlakte" ~n gelijkis aan Fig. 13. Zich verplaatsende grens van het 

:L1Tk t (VAt) .';i-<j vi-.• invloedsgebied. 
Deze hoeveelheid i1s door de :!:::L )
doorsnede A weggevloei~ onder een verhang dfi:..:=" '""'1 dl... • Hij kan dus bere­
kend worden als t 'X:rr J..j)).~ d.- f:, t . ste1t men be it!û uitdrukkingen aan elkaar 
gelijk dan vindt men: U 

?-v K_ t· ( V.6. t.r1 cl. = k')fKl) A..", ei- ,1 t . 
",.' ."v 

1) 	 H. Weber. Die Reichweit~ von Grundwasser-absenkungen mittels Rohrbrunnen-Diss. 
Berlijn 1928. 

http:verlHl.nd
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Eieruit kan J4 d. wegescr.rapt wordon, d,YI. z, hot betoog geldt voor iedore waar­
de van J,., en o~k voor hot gronsgoval, dat c,(_ tot Dnadort, d,v!. z,wanneer het 
afgopompte phroatische vlal;:: raakt aan het horizontale, zooals door Wober wordt 
verondersteld. 

Laat men in :Jovenstaando vorgelijkingLl.t tot nul nad(ren, dan vrordt het 
linker lid onoindig klein van de 2de orde en het rechter oneindig klein van de 
10 ordo, waarmede de onjuistheid van de voorstelling bewezen is. 

Al do voronderstelling ochtor onjuist, toch kan deze zeer wel als bena­
dering ingevoerd worden, omdat do peildaling op grooten tand van een put gG~ 

ring zal z:i.jn. 
De afloiding, die '~Vebor vorder geeft, berust op een aanname, en we 1 dat het 

verloop van G/ met 'iv wordt weergegoven door dG vorgelijking 

- 'L \/\--1 
( 1) . t.i I -=. 0V I I - lt -) I , vgl. (3) blz. 10

VoL' R-' 
v1aarin, ovenals in het volgende, onze notaties govolgd vlorden. Hierin stelt yj 

Gon parameter voor, waarvan nadGrhand -~iOrdt beredeneerd, dat deze bij het begin 
van do bewoging :: I is, on mot hot verloop van den tijd langzamerhand tot 2 
toonoemt. 

Combinatie met de wet van Jarcy levert na integratie de formule voor de peil ­
daling op, die geschreven kan vlordon als 

'1 K, I 'R(!-L'" \ 
( 2 ) If :: l'0 ( V~"'î -; - Vi 'RY1 ) , vgl. (5) blz. 10 

Bij het overbrengen in onze notaties is hierbij gebruik gemaakt van de boven­
genoemde betrekking H''-- v 'IJ:::; ~ ~vî' 7J , • 

Daarna wordt de contnuïteitsvoorwaarde toegepast, die een verband vastlegt 
tusschen de hoeveelheid water, die van het tijdstip t~o af door den put ver­
pompt is, zijnde O,t ,en den inhoud van den afpompingstrechter, Hieruit wordt 
het verband tusschen R en t berekend. luidende 

(3) K G vi , vgl. (8) blz. 13 

waarin G ==' V':!.l~1...i~~}- . Voert men nu do waarde van R uit (3) in de vergelijkiTJgBn 
~(1) en (2_ in, dan blijkt het, dat ~ en T zich steeds laten samennemen tot 

f;7f; ::. u.... ,zoodat C?V en f geschreven kunnon worden als functies van LV ~ 
en wel~ . /)fl l 
(4) '1= t}o11-

V1 Cc. SU.l 

en 

blijkt dus, dat de formules van Weber eon goeden bouw hebben, doordat ze ÇV 
on i.f als functie van L{.,. geven. Wanneer het doorstroomprofiel niet constant aan­
genomen wordt, hoef-i:; verg. (5) een iets anderen vorm, die zich in onze notaties 
las laat weergeven. Ook in dat geval is 'f echter een functie van w wat 
volg&ns par. 17 juist is. 

Onjuist is echter ue opmerking, dat de functies (4) en (5) met het verloop 
Van den tijd zouden veranderen doordat ~ van 1 tot 2 zou toenemen. 

Eon directe vergolij met onZJ formules mogelijk. Deze is in onder­
staand<:l tabel uitgGvoord voor enkele vraarden van iA." : 



I 

- 35 ­

r------r-----------a~/-----------------r----~----------~-/~------
V'CYc 	 " CVe 

1u '\','ebor i,'!oborrklber exaot bij do Weber exaot bij de I 
n =: 2 gestelde n -:: 1 gestelden=2n -= 1 

premissen premissen 
I 

,1 j 
0,942 0,990 1,90960,995 2,01902,1517° 

°,3 0,827 1,(18310,955 0,914 0,9265 (1,9593 

0,111 0,815 (\,779o,5 0,5312 0,6023 0,5221 

,1 0,6130,595. 0,3102 0,28600,755 0,3258° 
°,9 0,480 0,595 0,445 0,1144 0,1545 0,1525 

1 ,1 0,3 64 0,298 0,08910,395 0,01800,053 8 
1 
I

1 ,3 0,249 0,00610,155 0,184 I 0,0315 ('),0319I 

° 11,41 0,131 
1 

0 0,02451 

1 ,5 0,133 0,0099 - 0,0174- °9 
1054 I 

1 

1 °1 ,13 0,0503 0,0065- -1 
t 1 ° 

Bij kleine vmarden van u., kan men in verg. (5) den derden term tussohen de 
aoooladen vexvraarloozen tegenover de beide andere termen. De f~rmule,die dan önt­
staat, kan men schrijven: ~. IJ 

voor Vi.:::.:. 1 als '1/1, =\.1\11 iN + 0) '-I50Y en 
0/1 -_ Ol 1 '/. n tvoor r '-' a s I~t} ::: fAA w t- () ,'5":3 .' , 

terwijl door ons was afgeleid: 
,~;I ft 

1"/ '1'D .::. .P iA... + O}128t (verg. 181 par. 10). 


Van de grootte van de a~nijkingen men zich het best een indruk vormen,door de 
berekende waarden in een grafiek uit te zetten. Het blijkt dan, dat de formules 
van Weber een zee:c goede benadering geven, waarbij de waarde Vl =- I zich beter bij 
de 	v18rkelijkheid aanpast dan vi ;; %- • 

Campus. 1) 

Campus heeft het probleem bestudeerd, waarbij !Jet wator toestroomt op een ka­
naaI, waarin de watorstand, uitgaande van den rusttoestand, plotseling met een be­
drag ,.po verlaagd w'ordt en daarna op dit peil gelaten Y\'ordt (ons oerste geval)en 
verder' r.ot probleom van de put waaraan een constante hoeveelheid water 0."0 ont­
trokken wordt. Evenals ';Jeber neemt Campus zonder !4.dere toelichting aan, dat de in­
vloedssfeer zich beperkt tot een waarde, door hem 1:. genoemd, die met den /;), ,tijd 
toeneemt. Verder wordt door hem zonder bewijs aangenomen, dat de grootheid~ , 
d,i. de daling van den waterspiegel per tijdseenheid evenredig is met den afstand 

12- tot het kanaal, of tot de as van den put. Verder worden de wet van :Darcy en 
de continuïteitsvergelijking toogepast, waaruit het verband tusschen t en t 
wordt afgeleid, in de notatie van Campus voor het geval van de evenwijdige stroö­
ming luidende: 

(1) 


Bij de afleiding is uitsluitend aangenomen, dat f klein is t.o.v. D. Bij het 
overbrengen in onze notaties mag daarom de grootheid H vervangen worden door 2D. 
De formule luidt dan in onze nataties: 

IJ 
.-t. =. 

.. ­
J./V ÎJ 

'r;:
~ t 

De grootheid .f wordt dus 'bepaald door een waarde van !Á. =IS . Voor de vorm van 
het phreatisch oppervl.ak wordt afgeleid in de notatie van Campus: 

1 	 F. Campus. Mouvement de filtration en r~gime variabIe. "Comptes rendus ll du 2me 
Congr~s national des Scie~~es. Bruxelles 19-23 juin 19;5. 

http:oppervl.ak
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Bij het overbrengen in onze notaties worden de volgende substituties toegepast: 

h i wordt vervangen door D. 


h 'L w~r;.t v~rvangen/o~! 'tJ + f ( ~ is in onze nataties negatief), 


(I - f c, :: ( ~. I Te,> )( rt , - tI») wordt vervangen door _ ~ dj D, t wordt vervangen door 

_ ~ [0 

:UVt t volgens (1); tevens wordt 2.rt vervangen door u.. 
De vergelijking kan dan geschreven '.,orden als: 

Cf.l lP =- VD:J.-+ 7i, D (Vi - t~ )~'ll.)/î + u_).
I 4lTï, ~ 

Quadrateert men beide leden, dan vindt men, nadat de termen D2 tegen elkaar weg~ 
geschrapt zijn: 

~»t- \lJ =- j,.~.fa? ( Vi - t..Vy-(v.Ji. + \.A...) . 

'-T VÎ./ L .D 
Aangezien r klein is tegenover 2D, is f - klein tegenover üf , zoodat de 
term 1'J geschrapt mag 'Horden. Na vereenvoudiging vindt men: 

1-. = ~ ( Vl -Ik)?.{ 'Li/T. t- I~) , 
;,po 'i vï.­

;;rat vergeleken I:1oet worden met onze uitkomst: 

lf. =- I - E. llJ.~) .
tf'o . 

Voor ankole vraarden van u.... zijn de uitkomsten van beide formules in onderstaan­
de tabel vergeleken: 

u 

0,1 

0,3 
0,5 
0,7 
0,9 
1,1 
1,3 
1,41 

.L 
'''­Campus 

0,890 

0, 685 
0,491 
0,318 
0,174 
0,0684 
0,00950 

° 


. ._____. 

~ 
I~exact ij de 

gestelde 
premissen 

0,8875 

0,6714 

0,4795 

0,3222 

0,20;1 


0,1198 

0,0660 

0,0470 


Zet men de gevonden waarden grafisch uit, dan blijkt ook de formule van Campus 
een goede benadering te zijn. 

Voor de evenwijdige toestrooming op het kanaal wordt verder nog een formule 
afgeleid, die de hoeveelheid water, die op het kanaal toestroomt, geeft aJsf\mc~ 
tie van den tijd. In de notaties van Campus luidt deze~ 

i ~ = ~ \I Ie -: v, - (~\- {c) I 
In onze notaties met de vorenbesproken substituties wordt dit: 

CVe ':::; _ 1. fi.. ..3.- :::: _ DJ'S"30 
<po /1 Vt Vt 



- 37 -

DezG uitkonst kan worden vergeleken met de door ons gevonden verg. (7) van par.3, 
luidendo: 

40 I __ v,;tb_'4 
10 - - m: 'ft - rt 

Ook hier kan men van een goede benad.Gring sprekon. 
Tonslotte worden door Campus Genige uitkomsten gegeven voor de afpomping van 

een put !:lot constante wa-teronttreY.king af! . Eet verband tusschen t en T hridt 
tier in do notaties van Campus: fl.­t ::. ()) 3 VI 

H If ) 

en in onze notaties~ 

(1) f - \fl.. ft, ­
ti - VU,3 I IJ?"" I 'JA. 

/" ,rordt dus bopaald door oen vraarde van VI....::. T V() 3 ::::::: j <.J · 
Voor de peildaling ir.. den p'-;.t als :Lunctie van d.r§n tijd wordt afgeleid in de 

notaties van CaTIpus~ 
lOl..; {Î.Jr. Tllf Lt i - ,-; 

CC: f).!- _1.. 
~ n... 

1:;a invoering van de bo}';ongenoemdo substtluties wordt dit in onze notaties ,wanneer 
tevens do \vaardo var.. X, uit (1) ingevcerd vlordt: 

:y --~". \Á; - .% :T Vf," ~ ~ /" 
~/ i » .-' ,.) 

Y(j 

:::.. 1w 0) 0 l f IQ 3-r I 

Deze uitkomst moet "{lordon vergeleken m3t onze formule (18) van par. 10, luidende: 
I..{J 

()
4. 1.;; W + DJ Of 

Va ,; 

Ook dit is een goedo benadering. 



TWEEDE GROEP VFt~AGSTrJKKEN 

(M.ethode 'Van de zeshoekjes) 

Grondwater met phreatisch oppervlak. 

par. 19, Probleemstelling. 

+X05 

Fig. 148 stelt den plattegrond, fig, 14b een verticale 	doorsnede over een 
terrein voor. Het ter­
reingedeelte,dat in 
beschouwing zalwor­
den genomen, wordt 
rondom begrensd door 
een kanaal,dat door 
stmven bij A en Bin 
twee panden verdeeld 
is. In de berekenillg 
zal worden aangeno­
men, dat de water~ 

spiegel in deze pan­
den (het mogeneroak 
drie of meer zijn) 
kunstmatig op een 
constant peilondeI' ­
houden wcrdt.In het 
terrein zal zich nu 
een grondwaterstroom 
ontwikkelen van het 
hooge pand naar het 
lage.Er wordt ver­
ondersteld,dat zich 
ter plaatse goed 
doorlatende grond 
bevindt, waarin het 

~·L-____________.______"____ ____ 

b water een vrij pbrea­
tisch niveau kan VOI'­
men, en dat deze aan 
de onderzijde be­
grensd wordt door 
een laag CD, die niet 
geheel doorlatend is, 
maar toch een groo­
ten weerstand biedt 

Fig, 14..Ket v.l,n zeshoekjos , tegen doorstroomend 
grondwater. Zou deze 

laag geheel ondoorlatend zijn, clan zou er alleen een grondwaterstrooming plaats 
vinden 'Van het hooge naar het lage pand, en zou het phreatisch oppervlak nergens 
hooger liggen dan het niveau van het hoogste pand, en nergens lager dan het ni­
veau van het laagste pand. Heeft er echter bovendien een strooming door de laag 
CD plaats en neemt men aan, dat die ever het geheele terrein benedenwaarts gericht 
is, dan zal het phreatisch opper~llak rj~et langer een geleidelijke overgang vormen 
tusschen het peil van het hooge pand en het lage, maar zal het een hollen vnrm 
aannemen, Neemt men verder aan, dat op het ter-rein regen valt, die in den grond 
dringt, en den grondwaterstroom voedt, dan kan deze het waterverlies, dat ontstaat 
door de infiltratie door de laag CD min of meer compenseeren of zelfs overtreffen. 
In het laatste geval krijgt het phreatisch oppervlak een bollen 'Vorm, 

Het probleem wordt nu als volgt gesteld~ Een goed doorlatende grondlaagworitt 
rondom begrensd door een randkanaal van willekeurigen vorm, waarin verschillende 
bekende peilen heerschen. De doorlatende grondlaag is aan de onderzijde begrensd 
door een laag met een b8kende, geringe doorlatendheid, tOl'\vijl onder deze laag eon 

http:wcrdt.In
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willekeurig over het terrein verdeelde, bekende drukvordeoling heerscht. Op het 
terrein valt neerslag, die voor een bekend gedeelte in den grond dringt, on dan 
grondwatorstroom voedt. Wordt gevraagd don vorm van het phreatisch oppervlak te 
bopalen. 

Eon uitbreiding kan nog aan het vraagstuk gegeven worden, door te veronder­
stellen, dat zich binnen het randkanaal kanaalgedeelten of meertjes bevinden van 
willelwu.rigen vorm, waarin de waterstand op een gegeven peil onderhoudon wordt. 
Deze open wateren behoeven niet met elkaar en niet Dot het randkanaal in verbin­
ding te staan. 

Natuurlijk hangt de druk onder do scheidende laag samen met den vorm van het 
phreatisch oppervlak, on feitelijk zou deze druk, evenals de ligging van het phrea­
tisch oppervlak, als onbekende be rokend moeton worden. Hot vraagstuk zou dan niet 
meer te hanteeren zijn. 

Warmeer nu G.8 schoidende 18.ag zoo sterk afsluitend is, dat de druk er onder, 
de strooming er boven maar weinig beinvloedt, kan men volstaan met een vooraf ge­
maakte schatting voor het verloop van den druk onder de scheidende laag. Volgens 
een methode, die hierna zal worden behandeld, is het mogelijk het verloop van den 
druk onder de scheidende laag te berekenen, als de vorm van het phreatisch opper­
vlak gegeven is. Men is dus in principe in staat het aangenomen verloop van den 
d:ruk onder do scheidende laag na afloop van de berekoning te verifieeren,wat ech­
ter, in geval van eon stork scheidende werking van die laag, in den regel niet roo­
dig zal zijn. 

grootere doorlatendheid zal dit verifieeren echter wel noodig zijnen kan 
zelfs een herhaling van de berekening Van het phreatisch oppervlak met de nieuw 
gevonden waarden voo:' den druk onder de scheidende laag noodig zijn. 

Ten slotte is het mogelijk, beide grootheden te bepalen, door ze om beurten 
eenige malen te berekenen. 

Wanneer men het vraagstuk langs exacten, analytischen weg zou willen oplos­
sen, zou men twoe horizontale assen aanbrengen, de x as en do y as. stolt men de 
hoogteligging van het phreatisch oppervlak ten opzichte van den bovenkant Van de 
laag CD voor door de lettor p, dan zou~moeten gelden: 

~ f'il ,u 

Ij) ~r +4 iJ 
<'71 .", Á. ';', .I• 

•1 '<. " :~ 

voor het geval, d.at er noch infiltratie door de laag CD, noch nuttige neerstal 
was, voor het geval dus dat de grondwaterstrooming onderNeg noch water ontving 
noch verloor. 

Is dit laatste 'Nel het geval, dan komen in het rechterlid twee termentestE!-an, 
de ééne -l!-:r ' clie het gevolg is van den nuttigen neerslag en de andere ~-V"; .~! , 
die hot gevolg is van de infiltratie door de laag CD, zoodat de differentiaàlver­
gel ij king vlOrdt : 

r I 
/,\ ~t ~_ ~. ..-~_ _ t, 
n. ,,;. ' .,,' l.. I T\ 
i-'·.·. ..IvJ <J. 

Hierin is: N = de nuttige neerslag in m!dag, 

k ::: de doorlaatcoëfficiënt van den doorlatendon grond in m/dag, 

D ::: do gemiddelde dikte van het watervoerende gedeelte van de doorlatende laag in 

meters,


L. en :::; respectievelijk de doorlaatco~fficiënt en de dikte van de laag CD(in 
m/dag en m), 

p de hoogtoligging van het phreatische vlak en 

f "" de stijghoogte van het v/ater onder de scheidende laag, beide in meters t.o.v. 

den bovenkant van de scheidende laag. 

x en y 'Horden ten slotte in meters uitgedrukt. 


Bij de afleiding van deze vergelijking, ',velke afleiding als bekend mag wor­
den verondersteld, zijn twoe premi,ssen gemaakt. 

1) In de watervoerende laag zijn potentiaalveranderingen langs een verticale 
lijn buiten beschouwing gelaten. DG strooming wordt dus beschouwd als tweedimen­
sionaal (dimensies: x en y). Aan deZ8 veronderstelling wordt des te nauwkeuriger 
voldaan, naarmate de lengte- en breedteafmetingen van de laag grooter zijn ten~­
zichto van de dikte, naarmate de gehoelû laag dus een moer gerekton vorm heeft. 
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2) Voor de dikte van het \7atervoerende gedeelto van de doorlatende laag jsde 

constante, gemiddelde waarde D ingevoerd. Feitelijk is deze dikte van plaats tot 
plaats verschillend en gelijk aan p. De differentiaalvergelijking krijgt,wanneer 
men dit in rekening brengt, een andere, minder eenvoudigen vorm, die integratie 
onmogelijk maakt i en die hier buiten beschouwing zal blijven. De afleiding~vert 
echter geen moeilijkheden op. 

Een exacte, analytisohe oplossing van het probleem zou hierin bestaan, dat 
do differentiaalvergelijking ge!ntegreerd werd met als randvoorwaarde, de gege­
ven waarde van p langs het randkanaal. Do uitkomst zou p geven als functie van x 
en y. Het spreekt vanzelf, dat oen dergelijke oplossing alleen mogelijk is, als 
alle gegevens van analytischen aard zijn. De vorm van het randkanaal moetoonç~ 
keI of een ellips of een dergelijke regelmatige vorm zijn; de druk onder de~he~ 
dende laag "~oet volgens een gegeven regelmatige functie verloopen. Zelfs bij der­
gelijke geguvons is de oplossing in den regel heel moeilijk of niet te vinden. 

In het navolgende zal echter verondersteld worden, dat de gegeven grootheden 
meer onregelmatig zullen zijn, de oplossing zal dan ook langs een anderen wegge­
zocht worden. 

Over het terrein wordt een net van punten gelegd, zooals is aangegeven infig: 
14a, en de opgavo zalruzijn in ieder punt van dit net de waarde van p te berekene"n. 
Voor de stroomingsverschijnselen tusschen de punten zal aangenomen worden, dat de 
afstanden van de punten onderling zeer klein zijn. De af te leiden formules zul­
len pas streng gelden, als de mazen van het net tot nul naderen. Bij de toepas­
sing op rekenvoorbeelden zal de afstand a, dat is de afstand van punt tot punt 
zeer klein zijn, maar een, hoewel niet groote, toch eindige waarde hebben. Daar­
door zal de berekende waarde van p van de werkelijke afwijken, zoodat men moet 
spreken van een benaderingsmethode. De fouten, die hierdoor ontstaan, zijn eigen 
aan de methode, en moeten met de methode aanvaard worden. Men kan de fouten be­
perken, door de mazen van het not fijner te nemen, wat echter meer werk met zich 
meebrengt. Voorwaarde voor de toepassing is, dat het phreatisch oppervlak gelij~ 
matig gebogen is. Zoo mogen in het terrein b.v. geen puttenbemalingenvoorkomen,om­
dat deze in de buurt van den put te groote onregelmatigheden geven. Ook is 00 toe­
stand. nabij de punten A en I niet geheel zonder bodenking. Men kan aan dit laat­
ste bezwaar echter tegemoet komen, door de punten A en B met punten van het net 
te doen samenvallen, en hierin voor p een waarde aan te nemen, die overeenkomt 
met het gemiddelde van de twee niveau's. 

Voor het net is een aaneenschakeling van gelijkzijdige driehoeken gekozen . 
Er is een tweede mogelijkheid. n.l. een aaneenschakeling van vierkanten. Om twee 
redenen echter aan den eersten vorm de voorkeur gegeven: in de eerste plaats 
omdat bij het gekozen systeem ieder punt omgeven is door zes naburige punten,die 
alle op denzelfden afstand van het beschouwde punt zijn gelegen, terwijl bij het 
vierkantennet ieder punt aoht' naburige punten heeft, die vier aan vier op 
verschillenden tand liggen, in de tweede plaats biedt een driehoekensysteem 
meer mogelij den om de randpunten met een kanaal van willekeurigen plattegrond 
te doen samenvallen, omdat de punten hier in drie richtingen op reohte r~en lig­
gen, en in het andere systeem maar in ~{ee richtingen. 

Het in n.l. de bedoeling, het randkanaal te benaderen door een veelhoek, 
waarvan de z.g. randpunten de hoekpunten zijn. In deze punten p uiteraard be­
kend. De punten, die hierbinnen liggen, worden veldpunten gen06Dd. rin is p 
onbekend, zoodat het aantal onbekenden even groot is als aanté\l veldpunten • 
Er moeten nu 3v~nveel vergelijkingen zijn om de onbekenden vast te leggen. Deze 
worden door een formule, die in de plaats treedt van de hierbovengenoem­
de differentiaalvergelijking, en die daarom ook differentiaalvergelijking genoemd 
zal worden. Deze zal in de volgende par. afgeleid worden, maar hierop vooruitloo­
pende kan worden, dat de vergelijking het verband aangeeft tusschen de 
waarde van p in een bepaald punt en de waarde van p in de zes naburige punten. 
Schrijft men nu voor ieder veldpunt als middelpunt de differentiaalvergelijking op, 
dan krijgt men ovenvoel vergelijkingen als er veldpunten zijn, d.w.z. evenveel 
als er onbekenden zijn. De onbekenden zijn hiermee dus in principe te bepalen. 

In par 9 21 zal een methode besproken worden, die in staat stelt dit groots 
aantal (lineaire) vergelijkingen op te lossen. 
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par, 20. Afleiding van de differentiaalvergelijking. 

Stationnaire toestand met constant profiel. 

In 15 is een punt M van het net geteekend, omgeven door de zes nabur1­
ge punten A, B, C, D, E en 
F. Tevens de zeshoek ge­
teekend, die gevormd wordt 
door de middQlloodl~nen op 

11'1A, MB, Me enz. De zijde van 

dezen zeshoek ~I :::. :.. ()~ V3 , 
.'J 

het oppervlak ervan wordt 
voorgesteld door oPPb en:i.s 
gelijk aan t ().,1. ,~ ,De 
zeshoek vormt den platte­
grond van een , dat 
doorstroomd wordt door den 
grondwaterstroom, die ter 
plaatse de richting van de 
pijlen heeft. Wil men voor 
ieder van de zes zijvlak­
ken de hoeveelheid water 
berekenen, die er door­
vloeit, dan vindt men deze 
als het product van het 
opp8rvlak van hot zijvlak 
met de snelheidscomponente 
van het water loodrecht op 
het vlak. 

Het oppervlak van het 
zijvlak GH is Jb. 
-Hordt voorloopig de hoogte 
van het doorstroomde pro­
fiel gelijk gesteld aan de 

Fig. 15. zeshoekje.constante D. Het vorhang 
loodrocht OP het vlak ge­
meten is,~.j~~. is 
exact als a oneindig klein is. Bij eindige waarde van a verloopt het phreatisoh 
oppervlak tusschen M en A volgens een kromme, die dus door de koorde veJJ­
vangen wordt. 

De hoeveelheid water die per tijdseenheid door de zijde GH stroomt, is vol­
g:ms Darcy 

Door de zijde h~ stroomt: 

\ 

Zoo kan men voor ieder zijde van den gearceerden zeshoek de hoevoelheid water be­
rekenen, die er doorstroomt. Sommeert l!:en deze, dan vindt men~ 

Q .. tl _, k J)t b fl1 - I Y'J\ 
, .{"'!r.Á 0...... 

"' (\ 1\ (a (. . "'. f' tstelt ,:,,_,,;/1'. voor: {I(.IA + .,. U~r. t' 0+ ,J, .. T 'L~ en "- r~· l""'B T fL. 1" r;, of ft: -tG,,; • 

a'hl. stelt de totale hoeveelheid water voor, die per tijdseenheid den €,'3arceer­
den zeshoek verlaat door de zijwanden. Veronderstelt men een stationnairen toe­
stand, dan moet deze hoeveelheid aangevuld worden door den regen, verminderd met 
de infiltratie door de scheidende laag. De hoeveelheid water die per tijdsoenheid 
in hot gearoeerde gebiod korr.t door is 

N ; 
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waarin N = de nuttige neerslag in m/dag, De infiltratie door de scheidende 
laag bedraagt~ 

kc. I '\
IJ " - i.,f'V,) f-;- Ui, L!'"1 I ,~ 

De continuitoitsvoorwaarde luidt nu: 

p 6 LM - 2: ti,.k, D " - ___.___!.L'_ 

Men kan hieruit 
vindt men: 

of 

t' 11 

0 .. 

oplosson. Drukt men bovendien b on OPPb in a uit ,dan 

; 1) 

waarin C ; 6 + E. Dit do vroeger gonoemdo differentiaalvorgelijking,die 
dus een lineair verband geoft tusschon de potentiaal in M on in de omliggendo 
punton. 

Voor hot bijzondero goval, dat de scheidende laag geheel ondoorlatend~,is 
jo' .­ () du'" 1:1, - 0. _ , '"' ,l> __ 

Do '°:Corentiaalvergelijking wordt dan: 

L; ". L rA + A 
1 f1 o' 

I . l; 
Ontbreekt bovendien de regen, dan is 

FI-l = 
d.w. z. de potentiaal in M heeft de gemiddelde waarde van die in de omliggonde 
punten. In dit geval komen in do differentiaalvergelijking geen doorlaatconstmr 
ten voor, 

Zooals bij do afloiding gezogd is, geldt do uitkomst exaet als a onein­
dig kloin is. Hot is daarom goed, voor eindige waarde van a de uitkomsttewr­
gelijken mot die van eon oxacte berokening in een geval, waarin een exacte op­
lossing mOGelijk is. Hiervoor wordt gonomon een gebied, omgeven door oen cirkel­
vormig kanaal mot straal R on peil p '" 0, waarbinnen een nuttige neerslagN valt, 
te~Nijl do scheidende laag uit volkomen ondoorlatend materiaal bestaat.Men vindt 
dan Voor do hoogteligging van hot phroatisch vlak op afstand x van het midden 
van den cirkel: 

),.oJ'"t'
.V • 

en in het middelp'i.Ult van den cirkel~ 
~) ~~ 

f ::; '-iT 1<. 
Men kan dit geval vergelijken met het bovenbesprokene deer te stellen: 

Er bestaat dus in dit geval cen volkomon overeenstemming 
on de exacte methodo, wannoor do zeshoek wordt vervangon 
keI. 

:: (,­

tusschen de ~erande 
door den omschrevenci~ 

i) In deze 
gesteld 

treedt de grootheid b. op, die geweonl'ijk werdt voor­
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Veranderlijk doorstroomprofiel. 


Voor de hoeveelheid water, Qie per tijdseenheid door de zijde GH stroomt,is 
zoo juist genoemd: 

_ \( Tl v.-.b,'1 - !)~
A - (}v 

Feite k is het doorstroomprofiel niet constant en gelijk aan D, maar is het op 
iedere plaats geli~k aan p, Voor de 'waarQe van p ter plaatse van het vlak GH 
wordt nu gesteld ~/"";':...L'" , Q.w.z, het gemidQolde van de waarden van p in M 
en in A, De vergelijking wordt dan: 

cl A := k ~!Ef' ~ ff"\ - tB . 
voor( ti 1- P )(t" - r"') kan men\ChrijVen (A"t/~ (]Al.

I r) IA !i A M 

zoodat (1 k,~ I :L . ;J) 
, A =-. "i:;. l r7-1 - f/~ 

Voor de zes zijden samen 

() :=. ~ tl = k! (0 P t _1 p~L ). 
)-,.v A Î_t..I' I r1 I 

Veronderstelt men vordor, dat er wel regen ,maar dat de scheidende laag geheel 
ondoorlatend is, dan is wegons continuïteit 

.~ L (( i) 'L - )::: N(J~tJ ,'P /1... 

,.A; r': [A f ·l 
Hieruit kan men oplossen. Drukt men bovendien b en oPPb in a uit,dan is 

. ~ (~ ::N(l~'de uitkomst: -
.... 

-ZJ ;::- ~",
1_ ~ t '::r= - )tM ~ 

of 
V) 1.. _ ~ f;' 4-. t-
I ~1 () 

Wanneer het doorstroomJ)rofiel veranderlijk is, en er bovendien infiltratie 
door de scheidende plaL1ts heeft, wordt de vergelijking: 

k1t (~rJ~ - 2 Ij: ) " 1'1 ; Nl - ~ al1t, (FM - 'fM) • 

Wil men PM kennen, dan moet men een vierkantsvergelijking oplossen. Dit veroor­
zaakt echter te veel wer~, dan dat men op dit geval de hierna te bespreken metho­
de zou kQllllen toepassen, 

lvloestal zal men echter kunnen volstaa.11. met de infiltratie van punt tot punt 
te berekenen uit de vooraf geschatte waarden van ft1 ,en deze op den regen in 
mindering te brengen, Naderhand kan men dan controleeron, of de aanvankelijke 
schatting voldoe.rJ.de nauwkeurig is gmvoost, on zoo noodig de berekening herhalen, 

Niet-statio:nnaire toestand, 

Ook voor niet-stationnaire bewe kan de berekeningsmethode toegepast 
worden. De opgave dan, van tijdstip tot tijdstip den vorm van het phreatisch 
oppervlak te leeren kennen. De tijdstippen liggen hierbij een tijdruimteót van 
elkaar verwijderd, waarbij '-' t bij het afloiQon van de differentiaalvergelijking 
zeer klein zal worden gedaoht, tO!",'lijl in de vrcrkelijkheid aan ~. t een welis­
waar kleine, maar tooh eindige waardo gegeven zal worden. De fouten, die hieru:it 
voortVloeien, behooron evenals de vroeger besprokene tot het ",vezen van de metho­
de, en moeten aanvaard ,vorden. Ze kunnen kleiner €:;emaakt vlorden door (} t kleiner 
te maken, 

Bij een niet-stationnairo bewe is het heele phreatisch oppervlak in be­
weging, en het vervormt daarbij op grillige wijze. Voor ieder tijdvak A. t is een 
volledige berekening noodig om in ieder punt van het net de waarde te vinden die 
de potentiaal aan hot einde Van hot tijdvak heeft, De berekoning is dus erg om­

http:voldoe.rJ.de
http:volstaa.11
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slachtig en zal in het algeneen geen toepassing vinden. Alleen als men aan de uit­
komst zeer groote waarde hecht, zal Den de berekening uitvoeren. Volledigheids­
halve zullen de formules hier echter leid worden. 

DG potentialen aan het van een willekeurig tijdvak zullen genoemd wor­
den Pl~' PA' PB' Pç # •••• enz., die aan hot einde van het tijdvak PM, Pl'.' PB' PC' 
enz, \ zio fig. 15). verhang tusschen L: en A is aan het begin van het tijd­
vak2'!L-=-~~ , aan het eind ~..e: . De hoeveelheid water, die ~1 h~t tijd­
vak \. door de doorsnede GE stroomt, wordt evenredig gesteld met ~M -, fA , 
waari~ p~~ de gemiddelde waarde tusschen Plvl en PM voorstelt en p~ de ge­
midde lde waarde tus schen P.A en pJd dus IJ':::!.. r +- S }, . Bij de limie twaarde 
van ~t is dit exact, bij eindige waarde van Alt kan ~et als een benadering gel­
den. Over de fouten, di0 hierbij ontstaan is hiervoor al gesproken, 

Op dezelfde wijze wordt de hoeveelheid water, die door de scheidende laag 
infiltreert, evenredig gesteld aan PM1 

- ~~ • Verondersteld wordt, dat de schei­
dende laag zoo sterk afsluitend is, dat de invloed van f niet groot is, en men 
kan volstaan met een schatting van 'f buiten de berekening om. Men is hierbij vrij,r met het verloop van den tijd geleidelijk te laten veranderen, dan wel~ on­
veranderlijk aan te nemen. Bij de afleiding van de formules zal worden aangeno­
men, dat f met den tijd verandert. De gemiddelde waarde in het tijdvak At zal 

~I genoemd worden. 
De afleiding van de dif:::erentiaalvergelijking geschiedt op dezelfde wijze als 

bij àe stationnaire gevallen. Voer de continuïteitsvoorvraarde vindt men: 

k ~p. ( "/,,', - p~) "'rrfJ. T"'<1i M + N"1t ~ - ~o 011'J,i p~ ­ 'f ~ ). 
Eet linker lid van de 'vergelijking stelt de hoeveelheid water voor, die per tijds­
eenheid door de zes zijvlakken van het prisma wegvloeit. De eerste term van het 
rechter lid stelt de hoeveelheid water voor, die per tijdseenheid vrijkomt door 
hot dalen van het phreatisch oppervlak (eventueel geborgen wordt bij rijzing van 
dat vlak); do tweede en dorde term komen overeen met den nuttigen neerslag en de 
infiltratie door do scheidende laag.

, I 1:) ; 

Men kan in deze vergelijking rtl vervangen door '2 I t1 - " fIV) , 

,;­ i ~ 1-- 1) f .ç; IL rA 1.,/'1.'1,/ 2, L. I.A +;z, L. JA . 
. Brengt Den PM naar het linker lid en substitueert 

::nen de waarden van b en oPPb , dan vindt men 

Hierin is 

A 

ê -

;ear. 21. De 1v1e thode • 

2 t'A + A!;-] + ~2.BP~î +t 

5 kJ) 

:5 (,l~~ f'J 
k 

) 

) 

( J!:.();~ + 
VI,~t 

1) 

) 

Bij het oplossen van het probleem gaat men als volgt te werk: Op een vel 
teekenpapier wordt het puntennet met inkt geteekend. De schaal moet zoo groot zijn, 
dat men do ruimte heeft om bij ieder punt verscheidene getallen te schrijven.Be­
palon wij ons vooreerst tot het eenvoudigste geval: den stationnairon toestand 
met constant doorstrocmprofiel, dan luidt de differentiaalvergelijking: 
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:;: ~J~ + Ä + bJ.:':}_ 
, (, 

"'" 
IEorin zi~n A, B, C en rl'1 bekend, PllI en PA' PB' PeID enz. onbekend. Men begint 
nut voor ~edor punt do waarde van /J, t .E'f'n te berekenen, en deze met roodeinkt 
bij de punten te schrijven, bijvoorbeeld boven de punten. Daarna tracht men zich 
zoo mogelijk voor te stellen, hoe de uitkomst er uit zal zien, dat wil zeg­
gen~ m3n bepaalt schattenderwijs de waarde van P in ieder punt, en schrijft de­
ze waarden met potlood bij de punten, bijvoorbeeld aan de linkerzijde. De inge­
schreven waarden zijn natuurlijk onjuist. Men kan zich hiervan overtuigen door 
'\toor 18der punt als middelpunt P'T te berekenen uit de waarden van p in de zes 
omring~1nde punten• .Men kan aldus ~oor ieder punt do correctie berekenen, die men 

de> goschat+,o '.,àardo voor Pw moot aanbrengen om in overeenstomming to komen met 
~e zes omringende punten. DezJ waarden schrijft men in potlood aan de rechterzij­
de van de punten. Uitdrukkelijk zij vermeld, dat men de correcties wel berekent en 
bijschrijft, maar nog niet aanbrengt. In ieder punt wordt de correctie dus bere­
'{.:';md ll.:' t de zes oorspronkelijk geschatte waarden van do omliggande punten. 

j/Fm zoekt nu een punt uit met een grooto correctie, Laat ai t het punt M: zijn 
:"]:1. f~t\ 

(; C,T'..::­

ti -.; :Ls 
b:r+ 9, 
}1CJl 

deze COl:!.. 

:;.'oc""io 
Jij de; 

=';]' 7Q 

weg) on 

+ • Î 6. De ::ethoile van vereffening. 
fors 

reohts van de punten duiden correcties aan, die nog aangebracht moeten worden. De 
correctie van 9 is aangebracht, dus het cij fer 9 kan weggeveegd worden en door nul 
verva:gen ( 16b) . 

Hiermee mag men echter niet volstaan. Toen de correctie in A berekend werd, 
stocld bij H ~ • nu staat er 87, d. i. 9 meer. Zou men de correctie voor A nu be­
roke:::en.; dun zou J:1en voor de cirrectie niet 3 vinden, maar) +- !:'~ (men zie de 

. C ~ " diff\:mmtiaalvergelijking). Men moet dus de correctie in ~4. met é:'"" : ~ = 1.5 
7or'1Ct'rdorün. Men voegt de 3 weg en zet hiervoor in do plaats 4.5. Op "dozolfdewij­
zo ::lOeten do correcties in B, C, D, E en F met 1.5 vermeerderd ·worden. Het resul-

Gooft fig, 1 
Man zoekt nu oen ander punt uit met oon groote correctie en herhaalt hier do 

bevlGrking, Zoo gaat mGn verder, en het zal daarbij blijken, dat do aan te brongen 
co:,roctjes steeds kleiner wordf:m. tot ze op het laatst zoo klein wordon,dat voort­
zQt+'en van do bevforking geen zin' heeft. Het probleem is dan opgelost binnen de 
grenzen van nauwkeurigheid, die men stelt. 

In do randpunton heeft de potentiaal van meet af do goede waarde. Hier be­
hoovon dus nooit correcties aangebracht te worden. Zouden in fig. 16, A en B rand­
punten zijn, dan zouden alleen in C, D, E on F correcties aabgebracht behoeven te 
wordeil., groot + 1.5. 

:U[en kan gemakkelijk inzien, dat de correcties in ieder punt steeds kleiner 



worden, en tot nul naderen. lederen keer verdv,rijnt in het punt Meen oorrectie 
b p , torvdj I in de omringende punten zes correcties, ie der groot ~ ontstaan 

Omdat C '" 6 + 13, grooter is dan 6, zal het totaal van de correcties äáardoor ver­
mindoren. i,leesta1 C echt",.2 !:laar r,einig grooter dan 6, en in het geval van een 
ondoorlatende kleilaag zo gelijk aan 6. Door dezen invloed vernindert de som 
van allo correcties dus "of zeer langzaam, "of niet. Grenzen aan het punt M echter 
6~n of meer randpunten, dan worden hierbij geen nieuwe cO~'recties bijgeschreven. 
In dit geval neemt do som van de correcties dus wel merkbaar • Wat hier gezegd 
is, geldt voor de som van de absolute waarden van de oorrecties.De methode geeft 
dus een waarborg, dat de som van de absolute waarden van de correcties steeds klei­
ner wordt. Het zou kunnen zijn, dat tenslotte een limietwaarde werd bereikt, die 
van nul verschilt< Dit is echte2 niet 
mogelijk. Hierbij zouden n.l, alle pun-
ten A in fig, 17, waaraan randpunten 
grenzens tenslotte een correctie nul 
mooten krijgon, want anders zou bij de 
oerstvolgendo vereffening in één van 
die punton, do som van de correcties 
nog merkbaar onilaag gebracht kunnen v~r­

den. De punten 13 echter, waaraan pun­
ten A grenzen, zouden ook een correc­
tie nul moeten hebben, omdat anders na 
hot vereffenen in een punt B,en daarna 
in de aangrenzende punten A de son van 
de correcties zou dalen. Zoo voortgaan­
de kan men aantoonen, dat in d8r punt 
afzonderlijk de correctie tenslottenul 
moe t worden, Gn daarmee de s om der cor­
'recties. 

Hiermee is bowezen, dat de metho­
de steeds tot het doel voert. Voor de 
praktijk is het van groot belang of dit Fig" 17. ?and van het veld.
snel of langzaam gebeurt. Zeer b~nsti­
go toestanden ontstaan~ als positieve 
en negatieve correcties elkaar afwisselon. Als in lVI een positieve correctie ver.... 
effend wordt, ontstaan positiove correcties in de punten A, 13, C, enz. Als in A 
nu eon negatieve correotie genoteord stond. valt deze geheel of gedeeltelijk weg 
tegon de nieuwe. De som van de absolute waárden van de correcties ve~minderthie~ 
door. Eot ongunstigst is hot, als de corrocties overwegend positief of negatief 
zijn. In dat geval heeft men het hoela phreatische oppervlak te laag of te hoog 
aangenomon. Als de correcties groot zijn, doet :men het beste opnieuw te beginnen 
mot andero geschatte waarden. 

Voorts zal men in het algemeen in een punt :vi niet precies de waarde van de 
correctie vereffenen. In het gegeven voorbeeld van fig. 16 zal men niet een cor­
rectie van + 9 aanbrengen, maar bijv. van + 12 of + 15. Bij M blijft dan een nog 
te corrigeoren bedrag van - 3 of - 6 staan. De punten 11. 9 13, C enz. vertoonenn.l. 
overwegend pos i tievo correcties Ll p . Vlorden dese punten straks vereffend, dan 
ontstaan hierdoor positieve correcties in M. De som van deze zes correcties is~ 

Öp· _ 2: bfA 
11­ e.. 

AangGzicn C ongeveer", 6 is, ongeveer het gemiddelde van de correctiest. YM 
in de omliggende punten, d.i, ruiM 4. De negatieve correctie, die bij het veref~ 
fenen van M bij dit punt ontstaan was, valt hier gedeeltelijk tegen weg.Zijn de 
punten A, B, C onz, aan de buitenzijde weer begrensd door punten met hoofdzake­
lijk positieve corrocties, dan zal men de pWlten A, 13, C enz. op hun beurt weer 
te sterk corrigeeren, wat nog weer extra positieve correcties in JvI geeft. Eet 
goed, als men de aanvankelijke correctio van M zoo groot gekozen heeft, dat ook 
de laatstgenoemde bodragen wegvallen. Het heeft geen zin tijdens het vereffenen 
hiernaar nauwkeurige berekeningen op te stellen. In het algemeen kan men zeggen, 
dat men punten, die omgeven zijn door punten met correcties met hetzelfde teeken 
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flink wat te sterk corrigeeren moet, Het vereffenen g3.at hierdoor sneller.De groot­
te van de oorrectie kan men schattendel"ivijze bepalen, Bovendien het wenschelijk 
steeds veelvouden van C aan te brengen, _.~en voorkomt'· daardoor het telkens afron­
den, wat de nauwkeurigheid ton goede kOr::lt, 

Tenslotte kan men de vraag stellen, tot hoever men de berekening voort moet 
zetten. Om deze vraag te beantwoordon moet men zich afvragen wat de physische be­
teekenis is van een nog niet vereffend correctiebedrag, iJit zou nul worden,als in 
het beschouwde punt tOf3vallig A + B·p dit bedrag grooter zou zijn. Ieder wille­
keurig phreatisch oppervlak stelt dus den stationnairen grondwaterspiegel voor, 
overeenkomende met een grillig over het terrein verdeelden regenval (de grootheid 
A evenredig met den nuttigen neerslag), Nu is de nuttige neerslag op een ter­
rein nooit nauwkeurig bekand. Heeft men in een bepaald geval aan de berekening 
N = 400 rom/jaar ten grondslag gelegd, dan kan men b,v. vaststellen, dat men de~ 
effening staakt, oon toostand verkregen is, overeenkomende met een nuttigen 
neerslag, die nergens grooter is dan 420 rum, en nergens kleiner dan 380 mm/jaar • 
Men kan dan met behulp van do differentiaalvergelijking gemakkelijk uitrekenen , 
welke positieve en negatieve correcties men maximaal onvereffend mag laten. Bij uit­
gewerkte voorbeeld(m bleok hot, dat, om aan een dergelijkon maatstaf te voldoen , 
de potentialen zekor tot in nm bcr0kend mOGsten worden, terwijl men, op practi­
sche gronden deze brootheden niet verder dan in cm nauwkeurig zou willen kennen , 
Toch mag men de berekening niet eerder staken, omdat meerdere correcties, ieder 
kleiner dan 1 cm, een totaal k~~en o~loveren van oenige cm. 

Als de hoogte var_ het profiel niet op de constante waarde D wordt aangenomen, 
maar verandorlijk gedacht wordt, gelijk aan p, wordt de differentiaalvergelijking, 
~ooals in de vorige par. is afgeleid: 

'i 2. - ~ f' A;~ -t E 
r'l - .r t.

j 

Ook hier neemt men schattender/Jijze waarden voor p aan, maar schrijft inplaatsvan 
de waarden van IJ zelf, die va.n p2 aan linkerzijde van cle punten. :Je vareffening 
geschiedt op dezelfde vlij ze als bij het bovenbesproken geval, met dit verschil,dat 
men hier correcties voor p2 berekent, en die vereffent. Aangezien E een maat is 
voor den regenval kan men, aan de hand van de variaties, die men in den regen wil 
toelaten, ook hior bepalen, hoever nen de berekening wil voortzetten. Aan het eind 
van de berekening vindt men door vJOrteltrokking voor ieder punt van het net de 
waarde van p. 

Bij niet-stationnaire beweging is 

_, __J~~_'f-~_f.~, + I rA i- ~ lf ~1 +__C__. . 
]) 

Men moet hier voor ieder tij dvak f1 t een volledige vereffening uitvoeren.Aan den 
eenen kant zal men hier snel kunnen werken, omdat men aan de hand van de uitkom­
sten voor de vorige pe~iode een vrij goede schatting zal kunnen maken voor dewaar­
den van p, aan den anderen kant zal J:'len langzaam werken, omdat men de nauwkeurig­
heid hoog zal opvoeren, om niet een hinderlijke accumulatie van kleine fouten mo­
gelijk te maken. 

In de bovenstaande formule zijn de waarden van ~ uit de berekening van het 
vorige tijdvak bekend. Bij ieder punt kan men dus bijschrijven de waarde van 

ArH+ ~ 1:. 1- ,])1':'" i- C • :Je berekening verloopt dan verder op dezelfde wijze 
als in de vorige gevallen. 

Put in het veld. 

In fig, 18 is een terrein voorgesteld, omgeven door een randkanaal K,waarin 
zich bij Peen afgepompto put bevindt. Geschiedt deze afpomping gedurende langen 
tijd en met constante capaciteit, dan zal de waterspiegel tenslotte een station­
nairen vorm aanne~en, die echter niet op de bovenbesproken wijze mag worden bere­
kend, omdat het phrea.tisch oppervlak in do buurt van P te weinig continu is, dan 
dat de ingevoerde benaderingen hier nog zouden gelden. lien kan echter op de vol­
gende ITanier de uitkomst vinden, voor het geval het doorstroomprofiel D constant 
is en de scheidende laag gehoel ondoorlatend. :Jan wordt de differentiaalvergelij­
kinG" n, L lineair in p, en is superpositie van twee stroombeolden mogelijk. Met P 
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als middelpunt wordt een cirkelvormig kanaal C met straal R ingevoerd, dat geheel 
buiten het randkanaal valt. Het 
peil in het kanaal C kan wille­
keurig worden aangenomen. 

Als het kanaal K niet aan­
wezig zou zijn, maar wel C, zou 
~en de waarde van p langs exao­
ten ,;,V'eg kunnen berekenen als func­
tie van den afstand x tot den 
put, met behulp van de formule 

. (
...l.. n 't. 
p:: ;,.;rrI::-t5 .~ K :> 

(stroombeeld I). 

Men kan hiermede voor alle rand­
punten (langs het kanaal en ook 
voor alle ve ldpunten de v:aa:rde voor 
p berekenen. Men vindt nu voor 
p in de randpunten waarden, 
verschillen opleveren met de wa­
terstanden, die in 1;mrkelijkheid 
in het randkanaal voorkomen. Deze 
verschillen zijn van randpunttot 
randpunt anders. Zij zullen P1 18 - t· b..L 1"• rU ~n -9 v ve Cl..
genoe:c:d ':lorden. 

Men berekent nu een t'\teedo stroombeeld (stroombeeld n) met behulp van de 
bovengenoemde vereffeningsmethode, waarbij de waterstand in het randkanaal van 
punt tot punt varieert en == Pi is. Bovendien vlordt hierbij de regen ingevoerd,di.e 
bij stroombeeld I was weggelaten. 

Door SuperIJosi tie van I en 11 vindt men tenslotte de uitkomst. 

Grondwater onder druk. 

par. 23. Probleemstelling. afleiding van de differentiaalvergelijking en methode. 

Fig. 19a stelt den plattegrond voor van een polder, die langs de scheidings­
lijn AB verdeeld is in twee afdeelingen met verschillend peil. Onder den polder 
bevindt zich oen doorgaande laag met geringe waterdoorlatendheid. Daaronder be­
vindt zich een laag van goed doorlatend materiaal ter dikte D, aan de onderzijde 
begrensd door geheel ondoorlatende lagen (fig. 19b). Bij het droogmaken van den 
polder wordt de waterstand in de linker afdoe met een drag P1 verlaagd ten 
opzichte va:n don waterstand, die plaatse vroeger voorkwam. In de rechter af­
deeling dit bedrag P?, Buiten den polder verandert de waterstand uiteraard 
niet. In fig. 190 zijn ~n een doorsnede de waarden uitgezet, Vlaarmee de water­
standen veranderen tengevolge van het droo;rnaken 7an den polder. Bovendien is in 
deze doorsnedeteekening het verloop van de potentiaal 'f van het grondwater on­
der de scheidende laag aangegeven, d.w.z. van t bed.:::'àg, 7marmee de potentiaal 
verandert tengevolge van hot droogmaken. 
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Fig. '19. Polder rr.et t'Nee afdeelingen. 

Het vraagstuk is nu, om het verloop van f te berekenen onder den polder en inde 
omgeving hiervan, wanneer de vorm van den polder gegeven is, en ook de waardenvan 
P1 en 

.!ten kan het vraagstuk nog iets uitbreiden door te stellen~ in een terrein van 
bekenden vorm wordt de waterstand op bekende wijze veranderd, waarbij de verande­
ring op willekeurige wijze over de oppervlakte van het gebied verdeeld is.Gevraagd 
de veranderingon f van do potentiaal onder de scheidende laag. Dit meer algeID3e­
na geval doet zich b.v. voor in do duimvaterNinplaats v~n een waterleidingbedrijf, 
waarin do waterstanden verhoogd worden door irrigatie met water, dat van buiten 
aangevoerd wordt, ofwel verlaagd worden door het winnen van oppervlaktewater. 

Ovor hot gebied wordt een driohoeksnet geteekend en de vraag is weer,dewa~ 
de voor 'P in ieder punt van dit net te berekenen. 

De differentiaalvergelijking voor if wordt op dezelfde wijze afgeleid als 
vrooger voor p het geval was (zie 15). Door een verticaal vlak ter breedteGH 
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( :: b ) on ter hoogte D stroomt oon hoeveelheid water: 

Q., ::: kD~) ~~- , 
p. Cv 

waarin k = do docrlatondheid van do zanden onder de scho' lende laag,te~vijl de 
verdere notatios ov:roe~~oms de vorige zijn. Door Hl stroomt 

::: kD~ tt>I'- 'fB )
E, CL, 

on door do zes zijden van den gearoeerden zeshoek samen stroomt 

L ()v :=; LD~ .l,-rv1 -_2: 'Pö 
~" lÄ/ 

Deze hoeveelheid moet worden aangevü.ld door \vater, dat door de scheidende 
infiltreert. Is de doorlatendheid van deze laag ko seo en de dikte 5 meter, 
dan bedraagt de infiltratie volgens Darcy: 

~';i =- : {)rr~ (ft! - fr,) . 
Wegens continuïteit is}. fl ~ (J.,.. , f' ,dus ' 

A v''· 

I 'D ~ b 'PH -~1A _ L, O-r~f (b - lP... )"
K. {, a... -5 t 1 1-1 (11 

Drukt men b en in a uit, en t men ft1 dan vindt men: 
\::,-, 

3 ..;;.. cc r.; 
1_ kj) f 

k", :;,
Ji:- t'l.... ' 

kD
of 

A PM 
) 

waarin ]3 '" 6 + A. 
Men werkt met deze differontiaalverge king op dezelfde wijze als:in de vo­
par. De waarde van Apr,I 'Wordt vooraf bij de punten geschreven. Met de ver~ 

effening gaat men zoovor door tot alle correcties kleiner zijn dan een bepaald 
bedrag, Van de beteekenis Van dit bedrag kan men zich rekenschap geven door het 
om te rekonen in een va.riatie van PM' Men kan op practische gronden aangeven , 
welke afwijkingen van PM men wil toelaten, en daarnaar het bedrag van de niet­
vereffende correcties bepalen. 

Eon groot vorschil met do voorgaande vereffening treedt op, doordat hier 
goen randvoor,vaarde aanwezig ter plaatse van den rand van den polder.De rand­
voorwaarde luidt hier n.l.: op oneindig grooten afstand van den polder is ~=o 
Men zou dus het net tot in het oneindige door moeten teeken3n~ en de vereffering 
tot daar moeten voortzetten. In de volgende paragrafen zullen ~flee methoden wor­
den besproken om dit inconvenient te ondervangen. 

Hot spreekt vanzelf, dat men de methode kan toepassen als in een grooten 
kring om het beschouwde gebied f uit metingen bekend is. ·Wanneer men een hy­
drologische borekening voor een bepaald gebied opzet, zal men veelal eerst eeh 
schatting maken voor de doorlaatcoöfficiënten, en deze daarna op de proef stel­
len door den bestaanden toestand na te rekenen. In dit geval zijn randvoorwaar­
ion uitmeting bekond, teT\'lij I Den voor de eerste schatting kan uitgaan van de 
verder gemeten waarden, en dan direct kan constateeren, of men groote verschil­

krijgt. 
Terwijl men in het aanvankelijk gGste~de vraagst~~ te doen had met veran­

deringen in p , Den hier uit van de waarden van p zelf. Het verschil 
dat de veranderingen van p zich beperken tot het gebied zelf, en daarbuiten 
zijn. De waarden van p echter zullen in het algemeen ook buiten het gebied van 
nul verschillen. Ze moeten bekend zijn binnen den grooten kring, die om het ge­
bied getrokken wordt. 

http:polder.De
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pal'. 24. Hot berok(men van een randvoorvvaarde door veelvuldige superpositie. 

Als in oen cirkelvormig gobied do grondwaterstand boven de scheidende laag 
golijkmatig verhoogd of vorlaagd wordt, on buiton dit gebied onveranderd blijft, 
kan men langs analytischon wog do verandering in de druk-verdeeling onder de schei­
dende laag berekenon, dio hier het govolg van is. In fig, 20 dit theoretische 

voorgesteld. Hot verloo? van de grootheid I·P is aangegeven in fig. 200 J 

o 

t "d'Sl,

"0.. 0 L h po·o
I . . ,,,," 

t... Z:?7AZV~$$ff~&. k. 

D poti'nhaal <f k 

6 

, 

h c 

20. Invlood van peilverandering in een oirkelvormig gebied. 

De berekoning geschiedt net de volgende formules: 
Aan den rand van den cirkel is 

Hierin is 

'f 
,r... 

~ J+Y: t 

en k J~I CI~) 
=ko CiA) ./ 
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waarin':L ) t :> }: I ~.., }.a Bosselfuncties voorstellen, 1) 

1/ 'Vko ,en waarin / >.:::::. ..:... -,- . Voor de overige notaties wordt vorwezon naar de toe­
koning. S k D 

Binnen èten cirkol geldt~ '){,; 

",'=< lo(itlJ
I lIL' J .:~/ ) 


Buiten den cirkel goldt: 0 I ,h 

1/ I '1:/ \ 

lf: ~" ~oo [~7N 
De 0Ilga,vo was, het verloop van <f te berekenen, als over een groot gebied, 

p op willekeurige, bekende wijze verandert. Daartoe wordt een driehoeksnet ge­
teekend, en men kan nu beginnen, met om ieder punt van het net (voor het gebied 
zelf) een zeshoekje te teekenen, overeenkomende met het gearoeerde zeshookje van 
fig. 15. Deze figuren sluiten bij elkaar aan, zoodat ze samen het heele veld vul~ 
Ion. In ieder punt van t net is de verandering van p gegeven, en men kan bij 
benadering aannemen, dat deze gelijkmatig verdeeld is ovor het zeshoekje,dat om 
dat punt geteekend • Hen zou zich nu kunnen denken, dat de verandering van p 
plaats had in één zeshoekje , ter,vij 1 overal elders p niet zou veranderen. Dit 
zou eenige verande Van 'f teweegbrengen, het sterkste onder het beschouwde 
punt, verder hiervan vorNijderd in mindere mate, en naar het oneindige toe tot 
nul naderende. Daarna kan men zich voorstellen, dat alleen in een ander punt, p 
zou veranderen. Cok hiervan zou een verandering va.'I'1. f in den ondergrond het ge­
volg zi,jn. Aangezien de differentiaalvergelijking lineair is in lf ,is super­
positie mogelijk. gevraagde vorloop van I.f tengevolge van veranderingen in 
p OVGr het hoele gebied, kan men nu vinden door den invloed van de verandering 
in ieder zeshoekje afzonderlijk na te gaan, en de gevonden waarden op te tellen. 

Den invloed van de verandering van p in één zeshoekje kan men bij benade­
ring berekenen, door dit zeshoekje te vervangen door een cirkel met hetzelfdeop­
pervlak. Met bovenstaande formules is dan voor ieder punt van het net de vera~ 
dering van lf te berekenen. Men berekent dus den invloed ~ ieder punt in ie~ 
der punt, en vindt door so~~atie de uitkomst. 

l.1en krijgt hierbij een bepaalde bewerking zeer veel malen te herhalen,en men 
kan hierbij veel tijd besparen door een practische werkwijze te volgen. Vooruit ­
loopende op een nader te geven uitgewerkt voorbeeld, wordt venvezen naar fig.33. 
In het midden van de fi~~ur is een gearoeerde zeshoek geteekend. Verondersteld 
wordt, dat boven de soheidonde laag alleen ter plaatse van dezen zeshoek de grond­
waterstand met 1 m veranderd wordt. De cijfers, dio in de figuur bijgeschreven 
staan, geven do verandering van ~ aan in het oentrale punt zelf en in de om­
ringend2 punten. Het blijkt, dat de waarden naar buiten toe vrij sterk afnemen. 
In de buitenste zones is dan ook de verandering van r niet meer punt voor punt 
berekend, maar zijn groote kringen geteekend, waarbinnen met de ingesc~~evenver­
anderingen van 'f gerekend mag worden. Om voor deze laatste waarden de eenvoum­
ge getallen 1, 2, 3 •.•..• tot 1C te krijgen, zijn niet de waarden van ~ zelf 
bijgeschreven, maar ~oeten de schreven cijfers met 0.59 vermenigvuldigd wor­
den om f in r::un te krijgen, De waarde 0.59 zoowel als de andere cijfers gelden 
natuurll.jk alleen voor dit bepaalde voorbeeld. 

(OpgemeI'kt moet wordon, dat fig. 33 is samengesteld met behulp van rneer glo­
bale formules dan hierboven zijn afgeleid. De waarde van ~ in het middelste 

1) 	 Zie Jahnke-Emde, Funktionentlfeln 3e druk, 1938 Eierin worden andere nota­
ties gebruikt. Blz. 236~ : ~ H~'(~t..) = kQ('l:.) ) Jt/2" '~?'r -~ ;. rl;i)(lX.) _ 

~ 1<, (ï<J, It'l. ",Jo :Jo >..) ~ Ja (x.) , tt,- ~T - LJ' (-ie ~),,- J, [1..). 
~, 

2) 	 Rapporten en mededeelingen van de Zuiderzeewerken No. 5, Aanhangsel par. 3. 
Ir. B.A. van Hes - De Ingenieur 1935, B 177-180. 
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punt moot oigonlijk 61 zlJn, terwijl allo andere be ca 4% hooger mooten 
Aangozien do figu.ur echter doel ui tI:'laakt van oen ZEJer grooto berekening, en de 
af'ilij niet groot zijn, geGn correctie gevonden) • 

Fig. 33 geeft dus aan hoe groot in ieder punt de verandering van lp is,als 
P in het middols te zeshoekje mot 1 m vürandort. Mem kan de figuur Gchtèr ook an­
dors lezon on zeggen: het cijfer, dat bij een punt A geschreven is, 
geeft hoe groot de verandering van f in het Biddelste punt M is ,als in het 
zeshoekje om A de grootheid p met Î m verandert. 

Men denke zich nu fig. 33 op groo te schaal in inkt geteekend op wit papier. 
Eet driehoeksnet teekent men op dezelfde schaal op doorschijnend papier. ~i!L~s 

van de punten schrijft men hierop de bedragen bij, waarmede de bovenwaterstand 
v0randerd wordt. (buiten het beschouwde gebied = 0). Aangezien in 33 de cij­
fers aan de rechf;erzijde van de punten bijge zijn, ziet men, als de bla­
den op elkaar gelegd ';lorden, bij ieder punt twee getallen achter elkaar staan 
Vermenigvuldigt men deze met elkaar, en telt men de uitkomsten voor alle punten 
bij elkaar op, dan vindt men de verandering van ~ voor het punt, dat boven het 
gearceerde zeshoekje ligt van fig. 33. Door de bladen telkens een s e te ver­
schuiven, kan men de verandering van ~ in ieder vinden. Deze methode gaat 
vrij sne1, als Den de veranderingen van de bovenwaters tand b. v. tot op dm afrondt, 
en verder beschikt over een goede telmachine, waarop men ook eenvoudige vermenig­
vu2.digingen kan uitvoeren. 

Toch zal men niet voor alle punten de waarde van f op deze wijze bereke­
::10n,) lEen kan volstaan met 'P te berekenen in punten langs den rand van het 

, waarin de bovenwaterstand veranderd wordt). Voor de daarbinnen gelegen 
kan men de vroeger besproken vereffeningsmethode toepassen. Men berekent 

hier dus eerst de r~~dvoo~laarde, en gaat daarna vereffenen. Om van een 
goede schatting uit te gaan, kan men 'f voor één of twee punten midden in het 
ve~.cl nog vooraf berekenen• 

.,:.:.. 22< Grooter vrordende zeshoeken. 

nr is verondorstGld, dat hGt gebied, waarbinnen dG grondviaterstand p veran­
dIJrt ~ Gen \villckeurigen vorm heeft, en dat de veranderingen van p op vdllakcmri­
go Wijze over dit gebied verdeeld zijn. Het verloop van 'f onder het gebied en 
daarbuiten wordt daardoor ook willekeurig. Eoe verder men zich echter van het ge­

7orwijdert, hoe minder deze willekeurigheden zich zullen doen gevoelen, en 
hoe meer 'f' die waarden zal naderen, die verkregen zouden worden bij een cirkel­
vormig gebied van dezelfde opporvlakte met een gelijkmatige grondwaterstandsver­
ander~..ng) overeenkomende met de gemiddelde verandering van p. I'v'len kan dus om het 

d oen zeer grooton cirkel trekken, waarin men bij benadering <p berekent, 
alsof aan deze voorwaarden voldaan was. De berekening kan geschiedenmet de reeds 
eerder vermelde formules. Men heeft dan een randvoorvraarde berekend, en kan in 
het gebied binnen clen grooten cirkel met de eerder genoemde vereffeningsmethode 
het verloop van 'f berekenen• 

.:~angezien de genoemde cirkel echter zeer groot moet z n, zou men een net 
met zeer veel punten verkrijgen, en zou de oplossing te tijd vergen. Daarom 

een methode ontv'likkeld, waarbij de driehoeken, waaruit het veld is opgeboUVJd, 
v~~ bi!L~en naar buiten gaande geleidelijk grooter worden, maar zoodanig dat de1
differentiaalvergelijking ook voor de verteekende figuur blijft gelden \zie 
21 en 22). Voo~faarde daarvoor is, in fig. 21 de rflA en GH na trans­
fornatie loodrecht op elkaar blijven staan, dat hun verhouding dezelfde blijft , 
011 dé;l~ dit met de oVereenkomstige nen ook het geval is. EGt loodrecht op el­
kaar staan is noodig om het pottmtiaalverschil tusschen TI: en A maatgevend te 
doon zijn voor do hoeveelheid water, dio door GE stroomt, cm het gelijkblijven 
van do verhouding ~ is noodig, omdat deze verhouding voorkomt in de formu­
les., vlaaruit do differentiaalvergelijking is afgeleid. De transformatie geschiedt 
nu volgens t onderstaande principe (zie fig. 21) ~ 

De lijn PG wordt omgebogen tot een cirkel met s ~. De getransfo~ 
de ptL~ten pi en QI vallen daardoor samen, evenals de lijnen ~1 RI en 1 S'. 
M:et een punt E , met coordinaten x en y ,komt een punt E' overeen met 
coordinaten e enr • ne grootheid /.:1 is alleen een functie van x enp:is 
alleen een functie van y • Uit het bovenstaande volgt reeds, dat 'A.:::8 De 
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gToothoid r wordt nu zoodanig als functie van y gekozen, dat een lijn S· zoo­
dani,g in een krorrJ:!lc "t.' gctrpnsformocrd wordt, dat de hoek 01.,':::; t,)I~ • Hiertoe moet 

!!.% gelijk zijn aan :!%,t:.;:;­ • Met gebruikmaking van de bovenstaande betrek­
kinfLéusschen 'JC­ on e kt. ~cn hieruit door integratie afleiden: 

~ =K~ t ~ 
(j ;R. I 

71aarmedo de transformatie bepaald • De hoek, die een lijn met de x as maakt, 
blijft dus na transformatie bewaard en daardoor ook de hoek, die twee l~nen met 

A 5 

/.
l i dx 

p :tI 

a 

P' Q.' 

R' S' 

• 21. Transformatie van een :::;eshoekje. 

i 
S 

elkaar ma.1mn. De rechte hoek tusschen MA en GH wordt dus d..)or de transfO'I'Illa­
tic niet veranderd. Uit gelijkvormigheid van driehoeken kan men aantoonen,dat de 
onderlinge vorhouding dan ook bewaard blijft. 
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De transformatie van een driehoeksnet is in fig. 22 voorgesteld. Voor de ge­

transformeerde zeshoeken geldt de differentiaalvergelijking dus' op dezelfde wijze 
als voor de niet-getransformeerde, alleen moet men er op letten, dat de groothem 
a' overgaat in de grootheid oJ ,die niet constant is, maar varieert met f . 
De verhouding ai:: ~ • Uit bovenstaande fOrr:lules kan men afleiden: a! :: ~ 0 

().., .' ~.~!" .,;. 

i
; 
! 

! 
/ \ 

\ 

Fig. 22. Aansluiting van ge~ansformeerd en niet getransformeerd 
zeshoekennet. 



1 

- 56 -
Aangezien a ook voorkomt in de grootheid B van de differentiaalvergelijking 

'f'rl::' L;~+ Ar1 , moet men vooraf voor ieder punt niet alleen APr1 ,maar ook B 

berekenen en met rooden inkt bijschrijven. 
Men kan het vertoekende veld niet voortzetten tot in het middelpunt van den 

cirkel, omdat de driehoekjes naar binnen gaande steeds kleiner zouden worden en 
tot nul zoudon naderon. Binnen den cirkel met straal R past men daarom een~ 

woon driehoeksnet toe; er buiten het verteekende. Het is nu niet mogelijk, deze 
twee velden precies bij elkaar te doen aansluiten. Men moet hiertoe punten in­
voeren, midden tusschen de niet-samenvallende punten liggend, en verder mot de 
gestippelde lijnen werken. De fouten, di0 hiermee gemaakt worden, zijn van oen 
geheel andere soort dan de andere benadüringen. 

Men krij gt in het grensgebied n.l. te doen met onregelmatig verteekendo zes­
hoeken. Wat de grootheid 0PPb betreft, brengt dit geen bezwaar mee, omdat menoo­
ze grootheid door opmeting ook uit de verteek8nde figuur kan bepalen. Bij de af­
leiding van de differentiaalvelgelijking is echter uit 

door sowmatie afgeleid: 

Bij oen onregelcatigon zoshoek moot dit zijn: 

'irLA ",­ kD~ ~(t'M-fJ 
In het algemeen is de grootte van de gemaakte fouten niet aan te geven,omdat de­
ze afhangt Van de waarden van p ,die bij ieder vraagstuk anders zijn.Ze zul­
len echter niet groot zijn. De grootheid fMiJ~., d. i. het verhang, wordt n.l. 
gemeten langs de gestippelde lijn, en zal we~nig afwijken van het verhang langs 
de getrokken lijn, die er maar een zeer kleinen hoek mee maakt. Voor a kan men 
in de differentiaalvergelijking de w·aarde invoeren, bepaald uitieL.2. V3 '" 0PPb , 
waarbij oPPb door opmeting uit de figuur bepaald wordt. Dit houdt tevensin,dat 
men met een waarde voor b werkt, die ongeveer de gemiddelde lengte zal voor­
stellen van de zes zijden van den gearceerden zeshoek. De variaties in b z~Jn 
ten opzichte van deze waarde zoowel positief als negatief, zoodat de gemaakte~ 
ten elkaar gedeeltelijk zullen opheffen. 

Wáár men ten slotto van het eene net op het andere overgaat, is principieel 
onverschillig. 

strooming van zoet en zout grondwater. 

par. 26. Algemeüno theorie. 

Een uitgebreider verhandeling over dit onderwerp komt voor in het "Rapport 
1940" van de Gemeentewaterleidingen van Amsterdam" . 1) Aangezien het onderwerp 
slechts zijdelings te maken heeft met de methode van de zeshoekjes,zal hier vol­
staan worden mot het aanstippen van de belangrijkste punten. 

1, Men denke zich een duingebied van constante breedte, aan beide zijden be­
grensd door zeo, met ter vl~orszij den hetzelfde peil. }len verkTij gt dan een soort 
strandwal, waarvan fig. 23 een dwarsdoorsnede geeft. De regon, die op het duin­
terrein valt, dringt voor een godeelte in den grond, vormt daar een zoetwaterli­
chaam, en stroomt volgons de geteekende pij len naar de zee 8.f. 

1) stadsdrukkerij 1940 - Bijlago 2. 
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BIUvon de voorwaarden van vorming gedurendo langen tUd onveranderd J dan ontstaat 
oon sta­
tionnairo 
::; ind toesta.'1o.. 
Hiorbij ont­
staa t , b lij­
kons waar­
nODing in 
bestaando 
duingebie­
den, oen 
vrij schor­
pe grens 
tusschon 

. , 

.' .': .'~. '::', 

zoet Gnzout 
grondwater. 
De over-
gang van 
zoet 2TOnd­
wato; (0,' 
gehalte on­
do r 1 00 rrH'l, 
soortolijk 

Fig. 23. ZootYlaterlichaam onder 
kleilaag. 

een strandwal zonder 

Govticht ca. 
:: I) 
zout 

naar 
grondwator (ce' gehalte ca. 16000 mg/l, soortelijk gewicht rond 1.02) 

heeft plaats over oen zOne van circa 10 m. dikte. Bij een theoretische behande­
ling van hot vraagstuk zal de dikte van deze laag vonvaarloosd Vlorden., en een 
onmiddellijke aaneengrenzing Van de tv/ee watorsoorten verondersteld worden. 

Omdat do twee zoenivoau's even hoog gedacht zijn, is er geen strooming in 
het zoute '.7ater; het zoeto water stroomt daarentegen '.'lel. Alle regenwater,dat in 
den grond dringt stroomt tenslotto op zoe af. Aan de ~éne zijde van het scheidings­
vlak tredon daardoor stroomingon op, tervlijl aan de andere zijde het grondwater 
in rust is. Nador zal '.vorden afgeleid, dat deze toestand noodig is voor het be­
waren van hot ovonwicht van hot grensvlak. 

2. Figuur 24 goeft denzelfden toestand weer als fig. 23, met dit verschil, 

" ~ 

'.:- .... : 

....~ -
0." ':. 

. ',' ... ' .'. 
:. " 

l,' '" ) .) . 

ofsluitt"nde loog 

Fig. 2L. Zoe"tvmterlichaam onder een strandwal met kleilaag. 
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dat oon scheidende laag aanwezig is. In principe is het stroombeeld hetzelfde: 
ondor hot duintorrein hobbon neonvaartsche stroomingen plaats, die den zoetw~~ 
zak ,voeden; in dezen zak beweegt het water zich buitenwaarts, terwijl onder de 
zee opwaartsche stroomen de afstrooming op zee bewerkstelligen. Het verschil met 
fig. 23 bestaat hierin, dat de afstand AB , die in fig. 23 zeer kort is,nu zeer 
lang wordt (bij bestaande duinterreinen verscheidene kilometers). Het water zoekt 
een groot oppervlak om de moeilijk doorlatende scheidende laag met geringe druk­
verliezen tG kunnen passooren. Bij de verhoudingen van~et Nederlandsche duinge­
bied is do gcheelo fig. 24 zeer langgerekt, en zijn de stroomingen in den zoet­
waterzak vrijwel horizontaal, en die in do scheidende laag vrijwel verticaal~it 
modelprooven is geb10kon, dat de scheidende laag tusschon A en B met zoet 
water gevuld is, en dat zich hierboven het zwaardere zoute water bevindt. Het uit ­
stroomende zoete water belet het zoute water blijkbaar in de laag te dringen. 

3. Als het ééne zeeniveau hooger staat dan het andere, stelt zich ook een 
zoutwaterstrooming in. Buiten de pWlten B dringt het zoute water door de rohei.­
dende laag] terwijl onder den zoetwaterzak door, een transport van zoutwater 

. 	 plaats heeft. Ook hierbij is een evenwichtsstand van den zoe~#aterzak mogelijk, 
die in dit geval echter een asymmetrischen vorm zal hebben, Langs het grensvlak 
van de watersoorten stroomen nu zoowel het zoete als het zoute grondwater, ech­
ter niet met dezelfde snelheid. Zelfs kan de zin van de beweging tegengesteld 
zijn. 

4. Een evemvichtsstand van den zoetwaterzak, d.i. een stationnair stroom­
beeld, stelt zich alleen in, als gedurende langen tijd de voorwaarden tot het 
ontstaan niot vGranderon. Men moet hierbij donken aan perioden van vele eeuw-en. 
In de werkolijkheid zal men onder de duinen van Nederland wel nergens een sta­
tionnairen toostand aantreffen. Door de diverse waterleidingbedrijven, die de 
duinen eX]JloiteQron is op zoor grillige wijze in zeer belangrijke mate ingegre.... 
pen in den bestaanden toestand door wateronttrekking boven en beneden de schei­
dende laag, irrigatie o.d.m. Ook het droogmaken van polders, zooals de Haarlem­
mermeer, de Schermer en andere, doet eeuwen lang zijn invloed gelden.De groote , , traaghoid, waarmee evenwichtstoestandon zich instellen, laat zich hieruit ver.... 

.~ 

klaren, dat voor het aannemen van een nieuwen vorm van de zoetwaterzak enorme 
hoeveelheden zoet water vervangen moeten worden door zoutwater ,en dat dd.t gebeurtI

I met de zeer geringe snelheden, die aan grondwaterbewegingen eigen zijn. Bij de 

:1 niet-stationnaire strooming is in het algemeen het geheele scheidingsvlak inbe­

" , weging. Ook al zijn de verplaatsingen traag, toch gaan hiermee belangrijke ver­


anderingen van potentialon en snelheden gepaard, waardoor het stroombeeld sterk 

af kan wijken van dat bij stationnaire toestanden. Gezien de zeer tragetotstand­

koming van evonwichtstoestanden heeft het weinig zin deze te berekenen. Bereke­

ning is meestal wel mogelijk. De differentiaalvergelijkingen en randvoorwaarden 

laten zich zelfs gemakkelijk opstellen; de oplossing moet echter benaderend en 

tastendo:r'wijs geschieden, wat tijdroovend is. Meestal zal men zich echter inte­

rosseeren voor het verl,Oop van de stroomingen over de periode, waarin geprojec­

teerde werken (';raarvoor men de berekening maakt) afgeschreven worden, d. i. over 

40 à 50 jaar. Een dergelijke periode mag men bij benadering als oen t~dinterval 


At boschouwen, zoodat het vraagstuk veelal zoo gesteld zal worden~gegeven een 
bepaalde toestand, waarvan de ligging van het grensvlak en diverse waterstanden 
en potentialen bekend zijn uit waarneming aan boringen, gegeven verder plotse­
linge verandering door bedrijfsvoering, gevraagd de wijzigingen die hierdoor in 
het stroomboeld ontstaan dadelijk na de verandering. Men mag dan rekenen, dat 
ovor de eerste 40 à 50 jaar de toestand weinig zal afwijken van den begintoe­
stand. Voor dit geval zal in de volgende par. een berekeningsmethode worden af­
geleid. 

Een complicatie doet zich voor, doordat aan de landzijde van de duinen zoet­
water aanwezig is. Omtrent het chloorgehalte van het grondwater in de strookooh­
ter de duinen is weinig bekend door het ontbreken van diepe boringen. Het is 
waarschijnlijk, dat de scherpe scheiding tusschen zoet en zout water zich hier 
niet voortzot, maar dat vermenging plaats vindt en vorming van brak grondwater. 
Zooals uit het volgende zal blijken, is deze quaestie echter niet van invloedop 
de oplossing van het hierboven gestelde vraagstuk. 

5. Wolk verband bestaat er tusschen de zoetwaterpotentiaal f en de zout.... 

http:gelden.De
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waterpotentiaaJ. f in twee punten A en B ter weerszijden van het grensvlak der 
watersoo=te~ (zi8 fig, 25) ? Men 
del'L1ce zich in beide pu.:lten 
zometer1JuizeY"_ gepJ.aatst, waarvan 
de ééne (in A) TIet zoetwater en 
de andero (in B) n8~ zou~Nater 
gevuld is. Do ghóogten z~Jn 
resp. f en)' oeter bovon het 
verg l1.jkingsvlak, Brongt men in 
vergolijking~ .lat do vlooistof­
druk ( :: hoogte vloeis-cofkolom x 
soorto k gewicht) j TI A on B ge­
lijk moet ,-,ijn~ .'an vindt men: 

Hierin is het soortelijk ge­
-,.'licht van ~Ol"to ~ (0 van het 
zoe te ·,vater ( Jo -! ). Dit verband 
bestaat zoo';:ol bc·:regond als 
bij in rus·i.:; nd gronsvlak., Voor 
het bijzondere geval, dat het 
zoute vlater niet stroomt ~ is t Fig. 25. Vergelijking van zoet- en 
constant. ~ ~s èan alleen van zoutwaterpotentialen.

YV afhankelijk~ en wel volgens 
oéln lineair" f~Jnctie, Ist - do == 
0,02 7 dan stij )0 met 2 cm. bij iederen rr,eter daling. 

6< ~J.et èJovenstaande formule is het verba..'1d gegeven tusschen V' ,t en:f . 
Verplaatst het punt A (el: daarmee B) zich langs het grensvlak, dan veranderen al ­
le drie d8 groothGdenc Het verband tusschen de veranderingen vindt men door dif ­
ferentiat:.e l1aa~: S (dat is de lengtemaat langs het grensvlak) ; 

\ (i)tp _ /Df I \~ 
to!'Us - Ó'à5 -l(- 6° j cl6 ' rv 

Het bostaall van oon grootheid ~ wijst op het aanwezig zijn van een snel­

heid V van .ho~: ?'oote watJr langs het grensvlak (zie fig. 26). Eveneens wijst 

het bestaan vaYJ. oen g:~oothoid '!.:f.. op de aanwezigheid van een snelheid u.. in 

het zoute \mter. J'o:..t men l,{,. ,"D~V en ct., positief van links naar rechts, dan is 

volgens Darcy~ 


V _-: 1 ) 

gosubstit,unorcl levert op: 

k ~- (0 ~ )v- u... i o dh 
-:;118 do snelheden ter weerszijden van het grensvlak en de 

In.. ,26 n verschillende mogelijke gevallen voorgesteld, voor het ga­
val het r6chter J.:.ët van de vergelijking"" 10 eenheden iE:- M.en ziet, dat bij een 
hellend grclYlsvlak niet beide watersoorten in rust kunnen zijn. Eet evenwioht vel' ­
oischt de strooning V3n minstens óón van de watersoorten. 

1) 	Bij een nauwgezette toepassing van het beginsel, dat de weerstand van een vloei­
stoefstrooming evenredig is met de snelheid, vindt men dat in de wet van Dar­
cy de doorlaatcoêfficiënt evenredig is met ,r 

d. i. hot 
he 

http:iE:-M.en
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..............~MiII· 

Fig. 26. 	 Verschillende mogelijkheden wat betreft de zoet- en zout­
~:fatersnelheë:m ter weerszijden van een hellend grensvlak. 

Bovendion kan or, zooals in fig. 26 rechts onder is aangegeven, een snel­
heidscomponent w zijn, loodrecht op het gronsvlak. Deze moet ter weerszijden , 
volgens continuïteit, evon groot zijn. Is w aanwezig, dan is de toestand niet­
stationnair, on is w de snelheid, waarmee het grensvlak zich verpla~tst.De ma­
t~~mat~shce voorwa~rde voo~ eon. statio~iren toestand is immers: VI =. zekerJ . Op 
t~Jdst~p van een nJ.et-stat~onna~re beweg~ng geldt:Jo f := tr - (t- r~., lt· Brengt 
men eon plotselinge Wijziging aan, b.V. door het i 'chakelen van een uttenbema­
ling of het wijzigon van waterstand::.Jn boven de scheidende laagt dan zullen 'f en 

!IV plotseling veranderen, wat met de grootheid 'Y niet dadelijk het goval is. 
Ook in de nieuw ingetreden phase moet aan bovenst~ande vergelijking voldaan wor­
den, zoodat voor de veranderingen van r en r t(resp. t'J. f en 6/"t ) geldt: 

~o Ó tf ::: 56. r . 
Ter weerszijden van het grensvlak veranderen de potentialen met bedragen, die 
slechts een factor 1T. verschillen, en dus bijna gelijk zijn. Door differentm­
tie naar :; kan mel1l cafleiden, dat de snelheden evenwijdig aan het grensvlak met 
gelijke bOdragen veranderen, of: 

6. V::: 6 t . .Á/ • 

De snelheid w moot zoowel in den ouden als in den nieuwen toestand ter 
weerszijden van hot grensvlak gelijk zijn uit continurteitsoverwegingen, dus ook 
de vorandering van w is ter weerszijden dezelfde. 

Resumeerende kan mon zeggen~ Een plotseling ingrijpen in de strooming van 
twee watersoorten heeft een extra stroombeeld tengevolge, dat men op het aanvan­
kelijko mag superponueren, en dat kan worden berekend alsof zich in den onder­
grond maar i16n watersoort bevond. 

par. 27. 	 De methode van de zeshoekjes , toegeEast OE de strooming van zoet en zout 
grondwater. 

Fig, 27 stelt de dwarsdoorsnede voor over een terrein, waar zich onder de 
scheidende laag zoet en zout water bevindt. Aangenomen wordt, dat de beweging op 
zeker oogenblik niet-stationnail' is en dat over een beperkt gebied uit metingen 
bekend zijn: de waterstanden p bovem de scheidende laàg, de potentialen 'f en 

http:waterstand::.Jn
http:verpla~tst.De


I ,~; 1 	 1on do igging van het gronsv ak. Men moot zich voorstellen, dat over den :plai:r­. 

'i' 

potentiaal 

• 	 27. Dwarsdoorsnede over oen d, waar zich in den 
ondorgrond zoet on zout water bevindt, 

tegrond van het gebied oon driehoeksnot geteokend is, en dat de waarden van~' ,
if ,'f en ly voor ieder punt bekend zijn. Het is niet noodig, dat r gemeten 

"Hordt, ..,vant deib grootheid kan van punt tot punt uit (f en if berekend worden. 
Men kan nu vra~en naar de bewegingen van het grensvlak, d, w. zP. men kan zich tot 
taak stellen, ~ in ieder punt van het net te berekenen. Dezelfde vraag kan men 
stellen, wanneg1 men aanneemt, dat ten behoeve van een of andere bedrijfsvoering 
de waterstanden boven de scheidende laag plotseling op bekende wijze veranderd wor­
den, on daarna op hun nieuwen stand gelaten worden. Deze plotselinge verandering 
van de bovenwatorstandon heeft een extra stroombeeld onder de kleilaag tengevolge, 
dat berekend kan worden, alsof zich in den ondergrond één watersoort bevond. Hoe 
dit stroombeeld berekend wordt, is in de vorige paragrafen uiteengezet. Heeft men 
de berekening uitgovoerd$ dan kUlU1en door superposïtie de nieuwe waarden van'f en 
i' berokend worden, Men YfCot dan, ovenals v66r het ingrijpen in de bov8fWaterstan­

den J alle potentialen en de ligging van hot grensvlak. Het vraagstuk, ~ in ie­
dor punt to borek.::nen, is dus geheeü hetzelfde, wanneer het wordt gest~Yd voor den 
toestand vóór of na do vorandering. 

NLon zie nu fig, 15 en stelle zich voor, dat dit de plattegrond is van een pr.is­
na, aan de onderzijde bogrensd door de ondoorlatonde laag, en aan de ~nzijde door 
het grensvlak van zoet on zout water. De hoeveelh~id water, die door GH getrans­
porteerd wordt van l,I naar A is 

fl A -::. kJ;, 'ft 1.\ ~ 6' M ytM~ "fA ) 
welke hoeveelheid te berekenen is, omdat allo grootheden van het rechterlid van 
de vergelijking bekend n. Eveneens zijn Ü,?, , Q..c. enz. te berekenen, dus ook 
al ...1-. -:: I (L P>. • Is (t Att' positief, dan moet''' op grond van continu!teitsoverweg.in­

gen het gronsvlak der Vla orsoorten dalen, is ~J.A negatief, dan moet het stij ­
gen. In vergelijking gebracht luidt dit:1~ 

fJ(f 

Of' b. t~;z;-t == Cli1f'Î-

Hierbij moet men voor jJJ het geheele poriëngehalte invoeren, veronderstellende , 
dat bij beweging van ~et grensvlak al het zoute water door zoet water wordt ver­
vangen en omgekeerd. Drukt men erft in a...; uit, dan vindt men: 

(' , r 
''''1 _ L- n 
-....Ij- - - I V3 ',,'.i- t.& ,k"r-­

/11. '7) t" ~ (J_'~' 
waarmee in ieder punt ;4 te berekenerl is. 200a18 boven reeds is toegelicht , 
zal deze grootheid in d~~ loop van b.v, 50 jaar weinig veranderen, zoodat met de­
ze berekoning eon good inzicht in de waterbewegingen verkregen wordt over een pe­

http:tsoverweg.in
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riodo, waarvoor men nieuVv'o werken aanlegt. 

Toepassingen. 

par, 26. Toepassing 1. Berekoning van de bovenduinstanden in het duingebied van 
de Amsterdamscho waterleiding tusschen r.et Van der Vlietkanaal,het Spren­

kelkar..aalen 
het Noord 
ooste rkanaal. 

llitduin­
gebied van 
de Amstor­
damscho wa­
terleiding 
wordt door­
snoden door 
een net van 
kanalen , 
vraardoor'\,B ­
le gebieden 
ontstaan , 
rondom be­
grensd door 
duinkanalen. 
Deze gebie­
den hebben 
in het al ­
gemeen wil­
lekeurige 
vormen,ter­
wij 1 de dnin­
kanalen in 
panden vor­
deeld zijn 
mot verscb:U­
lende pei­
len.Uit de~ 
wensch om 
de water­
standen in 
dezo gebie.::.. 
den te k:un­
non bereke­
nen, is è3 
methode ont­
staan. 

Het "00­
treffende 
EPb'ill d wordt 
omslût;:n 
doorde vol­
gor~de 'cnua­
len: 

Fig. 28. 	 Berekening van den vmtorspiegel in een duinterrain omgeven door kanalen. 
boven de punt~ A + 13 'IJ. 
links : de '\'laterstanc1 
reohts: de niet vereffende correctie. 



hot Van der Vlietkanaal met een peil van 1. 10 + A,P, , 1 ) 
If 	 \I If l!Sprenkelkanaal 	 " " .55 + 
!l 	 ti ti Il IfNoord Ooster kanaal 	 , 1 T " 

Gedurende eenige jaren zijn ie peilen ongeveer C)onstant geweest, zoodat 
men mag aannemen net eon statior.nairen toestand te doen te hebben. 

Op 28 is hot gebied voorgesteld, waarb~ er tevens een net overheen ge­
teekendis mot maaswijdto :::: 173 n: (dit is)" ij: • De afstand tusscr.en deOVG!1­
wijdigo non, die net vornen is 1 :::). De bovenkant van do scheidende laag 
ligt op 13 m - A.P. Do randen, ::lie r.ierbovon echter niet allo even 
doorlatond. filet name do ondoyst::; nindoy ioorlatend dan de hooger ge­
legene, Men rekent voor = iOC r::t2/dag, als net oppervlak op A.P. 
ligt on 12 m2/dag meol' voor iederon ü, dien hGt :hooger ligt. Hier is vooraf een 
schatJcing gamaat.', voor de Ida ligging var_ r.ot p:b...reatiscr.e vlak, waarvoor 
0.75 + A,P. is gestold. DaE1YI:lOO kont ovoreenkl, :::: 109 rr.2/dag. De nuttige neer­
slag is gestold op 380 rum/jaar"" 0,001 , golij over het jaar ver­
deol<i~ Voor do schoidondo laag 0:1 'ilGerstand aangenonen van ctm. overeen­
komende met ~:: É': ,- • De potontialon aan de ondorzij do van doze laag z n 
uit motingorf bekend; de uitkomsten zijn in de figu\.tr aangegeven in den vorm van 

nen 	van gelijke stijghoogte 'I' (dikke lijnen). 

In de differentiaalvergelijking 


I': _ ~ ['r-, + A +, B (flVj 

tI-l C. 
kunnen 	de grootheden A, 3, en C volgt be::,'ekend worden: 

_ 3 o:,Y:." UO C_~':: r;",)( Cl, Ci) I 0 '1A -" --~---__________ __ ~ 

2. kD ". ! 0.3 

~L 

k:;; :"....... I 

::: 

I:J 	 )(jCD i - ('...S k1) 	 ,dj 

C :::: 

zooG.C:i.t 

,>'? r) + f) () /i '; ~ <'r ;)/'".i, ",'j 
r -...1:" I~)' ',' -} .,,~, 7'(	.Jr~ == 
'I t-~ (z) 

rtlerin zlJn de groothedon u~tgedrukt in meters en dagen; in fig. 28 zijn echter 
alle grootheden in cm aangegoven. Het heeft ~een zin don gang van de berekening 
op de figtlur aan te geven. De gebruikte rokene zijn afhankelijk van vol­
strekt willekeurig aangenomer.c beginwaarden voer de rotentiaal, verder van devt::ilg­
orde, waarin do punten behandeld vÎorden en var.c de correcties, die aangebracht 
werden. Volstaan w-ordt daarom. met het aangeven van: 

de waardenvar_ A + 3 bovon le PU;:1 


de berekende stijghoogten 1: van het wate:::' links van de punten 

(~ip 	 ook de (dunne) lijnen van ke st ghoogte) 

en de niet-vereffende correcties, van de punten. 
Hiermeo is dus tevens verantv!oording legd van de nauwkeurigr.eid. De 'Ivaar­

de van 	den nuttigon neGrsla.,g is n. L zaker niet binnen 57~ nauwkeurig, zoodat de 
..0"-' • (]_0'.J )o!_/~1.-1'::_ 	 '7 b '" t:;. .omrere-LIende cOr2:'Gctlo -~-,--.-'---'-" "" 0,0035 In == 0,)5 CB mag earagen...leraanlS 

b" C,f"
ruimschoots voldaan. 

1) 	 In het gebiod van de Amstorda:r:::ische iding ber.oeft geen verscr.il te wor­
don gcn:aakt tusschen A,P, on l~ ,"'~,F. 
I:!'l het algemeen het vrcnschel ,:!'liet :r,oor nullen achter de komma van een, 
getal te schrijven dan noodii; is in verbfilld I:'let ,18 nauwkeurigheid. van het ge­
tal. V!etenscr.a:r;pe gesproken, zou het ius j\.tister zijn te schrijven 1,1 m+ 
A,F, In verband met; het , vraarbij worctt gezegd één meter tien,zal 
hier en bij ande;re lengtomaten in den regel de nul or de plaats van de centi~ 
me ton:; geschroven wordan, ook d,e nauw~:eurigheid niet va.Tt.ier' dru tot docirreters reikt, 

http:verscr.il
http:figu\.tr
http:tusscr.en
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par. 29. Toepassing 2. Berekening van ei,:;, à.::"'J~~'"Y:hoof~:::'~g_0'1,Le~de scj'lGi.dende laag 
en van de vervormingeCl. van de~, zoe.1,.'.va'GOrz'è.r: t3~:t?,'E:~rolgo van hc;t vorhoqç;en 
van de bovonduinstande~ J1ris~_ èJ0qi~: -,~d?l_ Z;J-;~mT0erd3.J:'scho watelle~: 
ding. 

In het meergonoeméle 1940 van liG Gom0or..tüwatorleidingon wordt een be­
drijfsvoering in de duinen beschreven, die L'1 'GViCl(; bG~,ang:::'::'jke punten van de be­
staande verschilt. In do oorsto placits zull,Jn do pu-'cton·iJ0Llalingel1::':'lnOrmale 
buiten bedrijf komen, on in de plaC1ts zuEer. do 'O::Jvemdèüns'canden (d. i. bo­
ven do scheidende laag) door m:Lddol vu..n irl<~a+;jj "C)=~'lcê:ogd -;{Qyc:.en, :1'1 het 
onderstaande zullen berekend worden de poter:c::.a:!.GCl o::ès;.." c,:: scheiionde laagen de 
verplaatsingen van het soho schon ZOOG on zou-:; 1.72:~or :.n don nieuvien 
toestand, 

Het :hydrologische profiel wordt volgt gesch€D3.·c::"sOG}";;_~ 

160 m - AoF.: volkomen ond.oordr::'nGbare ·o8.sis 
Van 160 rn - A,P. tot 20 m ~ ).. ,P. door2.at8~~c-;'3;. :Jlois-;;:::oeene zanden,waar>­

voor k ::::: 17 midag. Hierin bevindt zich :18t ;:lChe:'G.::'nG.svls~c t-..:tsschen zoet en zout 
water. Onder het strand ligt dit op 0a c 60 1:1 r' A.P.:: 8,é111. de ~,andzijde van hetbe­
schouwde gebied op 126 m ­ lI.,P, De va..'! het Ep·'e:Vls,"lak:n m ­ A.P, is aan­
gegeven in fig. 36 (de cijfers 

Van 20 m ­ A.P. tot 13 m ~ 
Boven 13 m ­ A.P. goed doorlatend 

j(.::~ I
Viaarvoor -­ ::;._­

:::, )U\}C 

Als uitgangspunt van de berckan::'ng dior;,ol1 ::lot:!.ngcn~ verricht lT.ot 
de tallooze peilfilters, dio in het terrJ:'n aarWT83 ::aj:'l. 

De eerstgenoemde verandering in di.) )Jr~.r;,g~ :1.ot stopzetten van allo 
puttenbemalingon, is in hot bodrij f ta verw'J k;JCl. DG veranderil'lg is zoo n~'1, 
dat men eenige dagen moet wachten? voor de nieuwe poJ;,;entialen onder de scheiden­
de laag zich hebben ingesteld. Het be f d:~'~ (lchtor toe. De Dotingen,ver­
richt tijdens doze z. g. stilstandsproef) vJrar:lü:::'d op fig, 29 voor wat be­
troft de bovonduinstandon en op fig. 3'; voor l;otrG~·t d::, potentialon onder de 
scheidende laag. Do laatste zijn allo gcme-:;0.f1 ilJ. ltet zooto water. Het doel van de 
berokening is, het vinden van don invlood VEm do ~,;.clOode verandering in de bedrijfs­
voering, n.l. het verhoogen van de bovc.aduins In fig. 30 is het kanalonnet 
geteekond, zooals dit in de toekomst zal wordon~ à_e V<J,l1. randkanalen zal '\mr" 
don gosloton, on enkele kanaalgedoe::.ten, nu staan, zullen woel' met wa­
tor gevuld word~m. Het peil van de midd(,;J.lka{:al~'!l ..8 in de ":}}reh:ming op 6 m +A..F .. 
gostold, dat van de randkanalen op 2 m ~~ -~;1 P 'l''t:i.S ~8.rJ.alon in zijn in îig 4 

30 oonige poilen ingeschroven. :Jezo zijn g0i::Jchat. j)'J tusschan do mid­
denkanalen zulIon ongovoor een horizon'c;alon i:r:·c·:ll.·8, Gp 6 m + A, P. heb:':" 
ben. Schat mon n.l. de toekomstige potcmtia\',l ond:::::,:, de Dcho::'dondc laag terplaatso 
op oa 0,80 + A,P. dan bodraagt het drukvorsç:h:,J. tor dC)11 van d.ez.:.: laag 
5.20 m, dat is juist voldoende OD den :1.eelen ? groot 0,38 n/jaar 
te doen infiltreeren. In het bovenduinuater hCdft Cl,on g80:1 hor:..zontalo afstroo­
ming plaats f zoodat de grondwatorspi(;g.::l 00:1 ho:,izon":;ac,'] vlal: zaJ. vormen, In do 
velden buiton do middenkanalen zal du :~!:l;::" ," 11 dan de nuttige 
nee , zoodat daar Gon bolle vvrm va!l (l.o yürondcrstold moet '1,'fOr­
don. Aan de oostzijdo van hot gobied is Gun "jn g.:, 'crokkon. Hier bui­
ten bevindt zich poldorland, of gobiod,)n? YU',ar73.n ,,,,,1 0}) :"n;ioro \'{ljzo 0.0 grond~ 

kan regelen. Mon mag dus aann3D0n, >J dabr l:.e GO'TC r~wi1tQrstandon niet 
voranderon. 

Over het gebied is een puntennet !;elegcL o.e aaneenschakeling 
van es, overeenkomende n:et hot gasTcE;;'Jrè:..:J 15.Do maas­
wijdte van hot net is a = 1154 m -=:~{;.:j2.....o< • 

32 is op transparn.ntpapier gJt:::;". -,nd en gologè. op 29. Voor ieder 
zeshoekjo de gemiddelde waarde van p bepw.L, Deze is aangogevon (in meters) 
rochts van do punten van hot not, Daarna is fig. 32 op fig. 30 gd,enis even­
eons do gomiddelde waarde van p bc.paalè. Deze is links van de p~1'ltGn van nct 
net aangegevon, Tenslotte staan ondGr do punten de vo:cschj llon tusschon de ge­
noemde waarden, d. i. do bedragen, waarmea de bovonwatorstand vorhoogd w;')rdt, 

Mot bohulp van de mothodo van de veoliruldigo superpositie zijn do verande­
ringon in do zootwatorpotontiaal If en daarmeo tevens dia van do zou~faterpoten-
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tiaal f berekend in de punten langs den rand van fig. 34. Hierbij is gebruik ge­
maakt van fig. 33, waarvan de beteekenis al is omschreven in par, 24. De figuur 
geldt voor 1 m drukverhooging in het gearoeerde zeshoekje, de waarden voor 1 van 
de figuur mooton mot 0.59 wordon vormonigvuldigd, om mIn te krijgen. 1) . 

Binnon don rand van fig. 34 zijn de vorandoringen van f borokond mot dover­
offeningsmothodo. Do differentiaalvorgolijking luidt: 

t) = ~ lfA t: 0b.,
It; 	 1<­

-' 

Op do gobruikolijko wijzo zijn aangogeven: 

boven do punton~ r'1 ,lin};:s van do punten: do borokonde verhooging van do po­

~ontiaal f ,on rochts van do punton: de niot-voroffendo oindcorrectios, alles 

J.n 	 mmo 

De waarden van p zJ.Jn zeker niet nauwkeurig binnen 10 cm, zoodat volstaan 
kan worden met een eindcorrectie kleiner dan 

{) ) J b~ ..t<._._.~_._1c_ .. _. 	 1 "l 7v...:...!....-L- _. = 0) IJ 0 2If !0' .::. ,I- I f n IN' • 

b, 	'r 
Op fig, 35 zijn bij de punten bijgeschreven, 
links bovon: de waardo van ~ v66r do vorandering, d.i. tijdens de stil ­

standsproef. Dozo cijfors zijn ontloond aan fig. 31. 
links ondor: oen correctie om don zeostand tijdens de stilstandsproof van 

0,08 m + A.P. om to rokenon in een normalon, gomiddolden zaestand van 0,18 m-AP, 
Do z80stand tijdens do stilstandsproof is borokond als gomiddelde over 12 uur. 

rochts bovon: do vorandoring van f door do vorhooging van de bovenduinsUm­
don, Do cijfors zijn ontloond aan fig. 34. 

rechts ondor~ do totalo waardo van ~ in don tookomstigen toostand, bore­
kond door sommatie van do drio gonoomdo éijfors. Hot vorloop van dezo groothon is 
door lijnon van golijkon druk voorgesteld. 

Tenslotte geeft fig. 36 links van de punten de diepteligging van het grens­
vlak tusschen zoet en zout '!later in meters onder A, P., en rechts van de punten de 
verplaatsingen hiervan in cm/jaar, borokond uit /'::..:j:::. ton tijdo van hot invoeren 
van hot niouwo bodrijf, waarbij hot + tookon oon ~Jweging naar boneden on het ­
tookon oon bowoging naar bovon aangooft. Voor hot soorteli~k gewicht van het zou­
te wator is hiorbij 1,02 aangenomen. 

1) 	 Do straal van don buitenston cirkel is willekeurig op een gowonschte grootte 
gotoekond. Daarna zijn de stralon van do andere cirkels borekond,zoodanig dat 
voor de bijgoschrovon gotallen do rondo cijfors 1, 2,3 ...... 10 kondon wor­
don gonomen, Uit dozo werkwijzo vlooit de coëfficiënt 0.59 voort, 
Bij hot roproduoeoren is om technische rodenen de schaal van deae figuur eon 
andoro gevrordon dan dio van do ovorige figuron. 
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Fig. 29. Aanvankelijke ooveX1'l'rnterstanden. 
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30. BoYenwaterst~~den bij bevloeiing. 
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31, ~A.anvan.ke1i v~c:;c Let diepe water, 
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Fig. 32. Zesh09kennet. 
rechts van de punt: bovenwaterstand eerst 
links !! n" I' 1\ later 
onder de punt verandering in boverN/aterstand. 
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. v"'n~ een verana.. ~ '. den bovenwat e"-~sta.nd, 33. Verandel'J.ng 'e"ing Dl 
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Fig. 34. 	 ~e vereffening. 
boven de })"J.!lt 

I,inks de toename 

Rechts: de t vere 

van 
oorreotie. 
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?ig. 35. Superpositie van de verandering op den aanvankelijken toestand, 
links boven de punt: aanvankelijke pot0ntiaal. 
link:s oncler correctie als van den niet normalen 

zeestand tijdens de meting. 
rechts boven~ de verandering van rp 
rechts onder: de nieuwe potentiaal. 
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Fig. 36~ Verplaatsingen van het gren~lak. 

Links van de punt: ligging van het grensvlakin meters onder A.P. 

~echts: verplaatsing in cm per jaar. 
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\~L _ t tt.~ _ t:. --ILt." _t

:t. 'Î...- ~ 

u.. J L cvt (,L- ('~M lA.. J~d~
d l: (H; t 

i 
,;'" t 

0,50 -0,5598 1,0 -0,2194
0,01 -4,0379

\ 0,00 
1,1 -0,1860

10,02 -3 t3 547 
0,51 -0,5478 
0,52 -0,5362 1,2 :""0,1584

!0,03 -2,9591 0,53 -0,5250 1,3 -0,1365 
10,04 -2,6813 0,54 -0,5140 1,4 -0,1162
I 
I 1,5 -0,1000 
1°,05 -2,4679 0,55 -0,5034 1,6 -0,086 31 
,0,06 -2,2953 0,56 -0,4930 1,7 -0,07465
10,07 -2,1508 0,57 -0,4830 1 ,8 -0,06471I:0,08 -2,0269 0,58 -0,4732 1,9 -0,05620

-1,91 87 0,59 -0,4636 2,0 -0,048901°,09 


I 
0,10 -1,8229 
 0,60 -0,4544 2,1 -0,04261

10,11 -1,7371 0,61 -0,4454 2,2 -0,03719
-1,6595 0,62 -0,4366 2,3 -0,032501°,12

0,13 -1,5889 0,63 -0,4280 2,4 -0,02844 
1°,14 -1,5241 0,64 -0,4197 2,5 -0,02491 
I 

1°,15 -1,4645 0,65 -0,4115 2,6 -0,02185
iO,16 -1,4092 0,66 -0,4036 2,7 -0,01918
10,17 -1,3578 0,67 -0,3959 2,8 -0,01686
0,18 -1,3098 0,68 -0,3883 2,9 -0,01482
0,19 -1,2649 0,69 -0,3810 3,0 -0,01304 

1°,20 -1,2227 0,70 -0,3738 3,1 -0,01149 i 
I10,21 -1,1829 0,71 -0,3668 3,2 -0,01013 I0,22 -1,1454 3,3 -0,0;'89390,72 -0,3599

0,23 -1,1099 0,73 -0,3532 3,4 -0,01.7890
0,24 -1,0762 0,74 -0,3467 3,5 -0,0"'6970 
!0,25 -1,0443 
I 

0,75 -0,3403 3,6 -0,0"6160iO,26 -1,0139 0,76 -0,3341 3,7 -O,O~ 5448 110,27 -0,9849 0,77 -0,3280 3,8 -0,0,4820 I10,28 -0,9573 0,78 -0,3221 3,9 -0,0'l,4267,
\0,29 -0,9309 0,79 -0,3163 4,0 -0,0"3779 
1°,30 -0,9057 0,80 -0,3106 4,1 -0,d"3349jO,31 -0,8815 0,81 -0,3050 4,2 -0 ,O~ 2969110,32 -0,8583 0,82 -0,2996 4,3 -0,0- 263310,33 -0,8361 0,83 -0,2943 4,4 -0,& 23361°,34 -0,8147 0,84 -0,2891 4,5 -0,0';/,2073
\ 

0,35 -0,7942 0,85 -0,2840 4,6 -0,0'"1841 I
0,36 -0,7745 0,86 -0,2790 4,7 -0,0"'1635
0,37 -0,7554 0,87 -0,2742 4,8 ...0,0,t 1453
0,38 -0,7371 0,88 -0,2694 4,9 -0,0~1291
0,39 -0,7194 0,89 -0,2647 5,0 -0,0'"1148 

.. 0,40 -0,7024 0,90 -0,2602 6 -0,0: 3601 I
0,41 -0, 68 59 0,91 -0,2557 7 -0,0'" 1155
0,42 -0,6700 0,92 -0,2513 8 -0,0"3767
0,43 -0,6546 0,93 -0,2470 9 -0,0~1245:0,44 -0,6397 0,94 -0,2429 10 -0,0" 4157 

,45 -0,6253 0,95 -0,2387 11 :"'0,0:' 1400
0,46 -0,6114 0,96 -0,2347 12 -0,0" 4751
0,47 -0,5979 0,97 -0,2308 13 -0,0"" 1622 

,48 -0,5848 0,98 -0,2269 14 -O,O~ 5566
0,49 -0,5721 0,99 -0,2231 15 -0,0 11918
I 1,00 -0,2194
! 
I­



- 77 ­

i 

l.i.­

, 

1'0,­
/°, 02 

50,050 
1°,075 
1°,100 
1°,125 
,0,150 
10·200 
10;250
I 
1°,300 
,0,350 

1°,400 
0,450 
jO,500 
,0,550 
10,600 
0,650 
0,700 
0,750 
0,800 
0,850 
0,900 
0,950 
1,­
1,050 

11,100 
-1,150 
1,200 
1.250 
1,300 
1,350 
1 s400 
1,450 
1,500 

11,600 
'1,700 
1,800 
1,900 
2. ­
2,100 
2,200 
2,300 
2,400 
2,500 

f 

1 ! 1 1,! 1­
_f j_I 

I t:.,. J
I _ ..­
I to ~I Ol.
I Vrr 
I 0,5642 

I
0,5639 
0,5628 
0,5611 
0,~.586 
0,5555 
0~5517 
0,5421 
0,5300 
0,5157I 0,4992 
0,4808!

I 

! 

0,4608 
0,4394 
0,4169 
0,3936 
0,3 698 
0,3457 
0,3215 
0,2975 
0,2735 
0,2510 
0,2288 

! 0,2076 l 

0,1874 
0,1 683 
0,1504 
0,1337 
0,1183 
0,1041 

I 0,0912 
0,0795 
0,0689I 0,0595, 
0,0436I 
0,0314 
0,0221

1 0,0153 
0,0104 
0,0069 
0,0045 
0,0029 
0,0018 
0,0011 

i 

-1,­ 1,1284 
-0,9717 1,0791 
-0,9436 1,0312 
-0,9155 0,9849 
-0,8875 0,9397 
-0,8596 0,8960 
-0~8320 0,8537 
-0,77,3 0,7732 

0,6982 
-0,6714 
-O~7237 

0,6285 
-0,6206 0,5639 
-0,5716 0,5042 
-0,5245 0,4495 
-0,4795 0.3993 
-0,43 67 0,3534 
-0,3961 0,3119 
-0,3580 0,2741 
-0,3222 0,2402 
-0,2888 0,2097 
-0,2579 0,1824 
-0,2293 0,1581 
-0,2031 0,13 64 
-0,1791 0,1173 
-0,1573 0,1005 
-0,1376 0,0857 
-0,1198 0,0729 
-0,1039 0,0617 
-0,0897 0,0520 
-0,0771 0,0438 
-0,0660 0,0366 
-0,0562 0,0307 
-0,0477 0,0253 
-0,0403 0,0209 
-0,0339 0,0172 
-0,0237 0,0114 
-0,01 62 0,0076 
-0,0109 O,OOjO 
....0,0072 0,0031 
:"0,0047 0,0020 
-0,0030 0,0012 
.....0,0019 0,0007 
-0,0011 0,0005 
-0,0007 0,0003 
-0,0004 0,0002 
'-'-'-'--'-- - ­

-1, ... 
-0,9448 
-0,8920 
-0,8416 
-0,7935 
-0,7476 
...,0,7039 
-0,6227 
-0,5497 
-0,4829 
-0,4232 
-0,3699 
-0,3222 
-0,2799 
-0,2423 
...0,2090 
:"'0,1798 
-0,1540 
:"'0,1315 
:"'0,1120 
:"'0,0949 
....0,0803 
....0,0677 
...0,0568 
....0,0476 
-0,0396 
-0,0;29 
:"'0,0273 
-0,0224 
-0,0184 
-0,0148 
-0,0122 
-0,0100 
-0,0081 
.....°,0055 
....0,0032 
-0,0020 
:"'0,0012 
-0,0007 
...0,0005 
~0,0003 

-0,0001 

.~ 

r3 _. 
0,752; 
0,70;7 
0,6578 
0,6145 
0,5736 
0,5350 
0,4987 
0,4324 
0,3739 
0,3224 
0,2772 
0,2375 
0,2030 
0,1729 
0,1468 
0,1243 
0,1048 
0,0883 
0,0740 
0,0618 
0,0516 
0,0428 
0,0354 
0,0291 
0,0239 
0,0196 
0,0159 
0,0129 
0,0105 
0,0084 
0,0071 
0,0055 
0,0043 
0,0034 
0,0017 
0,0014 
0,0009 
0,0005 
0,0004 
0,0001 

Blz. 

Blz. 

Blz. 

Blz. 

Blz. 

Blz. 


Blz. 


Blz. 


Blz. 


Blz. 


Blz. 


Blz. 


Blz, 


Blz. 


Uz. 


Blz. 


Blz. 

4. 

6. 

7. 

8. 

. 11 


12 

13 

19 

2~ 

2l 

3' 

31 

3t 

51 

6; 

6: 

7 

9 



Blz. 4. 

Blz. 6. 

Blz. 7. 
, , 

Blz. 8. 

.. 
Blz. 9. 

Blz. 11. 

Blz. 12. 

Blz. 13. 

Blz. 19. 

Blz. 20. 

Blz. 24. 

Blz. 24. 

Blz. 31. 

Blz, 31. 

Blz. 36. 

Blz. 50. 

ilz. 63. 

Blz. 63. 

Blz. 72. 

storende drukfouten 

3 regels boven verg. (2): Dimensie [~J 

verg • (13): r+- ~A..Á.I (f - ~'Y\ t -= ~ 
10verg. (7 I ) : 	 t- i. - l>\..

CY.~irff - ..ê 
t V\1 	 I 

regel 3 van boven: . JCf J;~:: !:1.o t ï: 
() I{it 'l.. 

-I,.(..
regel 3 van onderen~ 1_ C ~ 

Ö - : (~l.-.-t(-'-+-.-~) L . . . 

onderste regel: 1 r.i- -,~ I. l..)1 E/IJ)è]- f~l t L VTt [,(,Q. -	 eJ~ + I II - tV'- JI, 

regel 4 van boven: tJ) ': _ 	 ~ 2; i:. 7­

1 3vrr \ 

39 en 40 regel onder verg. (11 
1 
): een waarde van n, 

(;)'-'1. 1 l!- -I til
4e regel onder verg. (9): --tl.ru Xl- - 4 
4e regel onder verg. (17) : achter in dit werk. 

regel 9 van boven: 	 de beweging reeds in het eerste 
noeg op den evenwichtsstand. 

2° regel van onderon: 'IC '7;­ tn .~ tt. ;:::;: Y tro i-'11 

5e regel van bovon: Je =- (iJ t~~t(oo) 

6e regel van boven: t :::;..0 
) ::r: D~//) ~ (00) 

8e regel van boven: lJti - v.:-:-: 
4e regel van onde:ren~ en daarbuiten = 0 zijn 

die ...... 

jaar nage­

ge regel van boven: De zanden, dio hierboven liggen. 

8e regel van onderen (de noot niet meegerekend): de waarde van 
A + r boven de punten. 

Onderschrift bij de figuur: 	 Invloed van een elementaire veran­
dering in den bovenwaterstand. 

--_.....---~ 



stellingen 


beh-.Jorende bij het proefschrift 


!lOVer de -berekening van grondwaterstroomingen". 


Jo IL Ed81man. 


1. 	]e bemoeiing van den staat met de drinKYlatervoorziening behoort niet 
onder het Dopartement van Sociale Zakm, maar onder dat van Openbare 
\ferker~ te ressorteeron. 

2. 	De hydrologische gesteldheid van de duinen is langs de Uederlandscho 
kust z66 verschil18nd, dat hot niet mogelijk is boschouwingen te le­
veren aan do hand van oon schema, dat oon gemiddelden toestand weer­
geeft. 

3. 	De droogmaking Van do Eaarlo4~erme8r omstreeks 1850 doet nu nog z~Jn 
invloed gcld8n op het scheidingsvlak van zoet en zout grondwater on­
dor do bclondendo duinon; vrannoar geen andere factoren de beweging 
boinvloeddon, zou oon daling van dit vlak er het gevolg var. zijn. 

4. 	Wanneer zich zout grondwater boven zoet grondwater bevindt, kan het 
grensvlak vvel in evenwioht zijn, maar dit evenwicht is altijd labiel. 

5. 	 Bij het onder,'rijs in de wiskunde -oohoort het bij-orengen van de diver­
se begrippen in de eerste plaats te komen; het gewon van bewijzen,die 
weinig tot het vormen van begrippen bijdragen, in do woede plaats. 

6, 	Het heeft geen zir... een transportleiding voor water, met het oog op 
ontluchting, een kleine helling te geven, 

7. 	 Het verdient aanbeveling lysimeterwaarnemingon tenminste in duplo uit 
te VOOI'8n. 

8. 	VloerGn van langzame zandfilters moeten zoo dun worden geconstrueerd, 
als uit practische overwegingen mogelijk is. 

9. 	 Do algeF480ne oplossing van de differentiaalvergelijking

LI' ,I 
 I
E 	- ÎIx:' r'- Î/O''\ t ::;:, 0 
~ I U 


kan worden verkregon uit de oplossing van do vergelijking 


Lil '" 1! j': ~ r T )j,,!. 	 '1./" vr :::: 0 
door U. ~ te stellen; in de oplóssing treden de polynomen van 

. ' L
Herm~te ') voor den dag als 

( 't 	)H ( JC;) -=. h ! Lol <1! ---- ,q 

t 
r
\ L 


(zie § 7 Van dit proefschrift). 


10. 	Het is uitgesloten dat de verzoutingsverschijnsplen bij de bronnenin 
de duinwaterwinplaa,ts van Amsterd8Jfl veroorzaakt worden door toetre­
ding van zout water tot de filters; sLchts het brakke water uit de 
diffusiezöno stroomt in de bron uit. 

I) 	Courant und HUbert - Methoden der mathematischen Physik .... Berlin19ê'4 
1. 	 Band blz, 76. 




